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§12

Integralrechnung
(fiir Regelfunktionen)

Motivation: 1) Fldchenberechnung

A

TN

2)  systematische Bestimmung von Stammfunktionen
(finde zu f ein F mit 4 = )
Idee zur Bildung eines Integralbegriffs:

e f =c auf [a,] = fab f(z)dr:= c-(b—a) “Rechteck”
o f stiickweise konstant “Treppenfunktion”

e f = Limes von Treppenfunktionen “Approximation”

Ergebnis:  Integral fiir sog. Regelfunktionen

Nachfolgend: nur reeller Definitionsbereich, Werte in C moglich.
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Definition 12.1 : Sei a <b. ¢:[a,b] — C heifit Treppenfunktion

1< es gibt eine Zerlegung
Z ={a = zo<xr1<...<xp_1 <z = b}

von [a,b], so dass ¢ auf (xi—1,2;),i=1,...,n, konstant ist.
b n
Gilt ¢ = ¢ auf (zi—1,7;), so setzt man: fa o(r)dr = > ¢ (v;—xi-1)

(Treppenfunktionen haben nur endlich viele Werte!)

Bemerkungen:

0) Treppenfunktionen sind offenbar i.a. unstetig. Die Werte ¢(x;) an den Teilpunkten spielen
fiir [* ¢ dz keine Rolle.

1) Def. 12.1 des Integrals héngt nicht von Z ab! D.h.:

Z,7' Zerlegungen von [a,b),
Z ={zo<ai<...<an}, Z' ={al<...<a,}

¢ = ¢ auf (zi_1,2;), ¢ = dp auf (2)_,,2})

—

n m

¢ (xg—mim1) = Y, di (z), —x)_).
1 =1

)

Bspl: Z = {a,b}, Z' = {a,2,b}

offenbar: c¢-(b—a) = ¢c- (&' —a)+c-(b—2)

2) T ([a,b]) := Menge aller Treppenfunktionen [a,b] — C

Ubung; ’T ([a,b]) ist ein C - Vektorraum. ‘

Satz 12.1 :  Seien ¢,V €T ([a,b,]) und «,B € C.

Dann gilt:



§12. INTEGRALRECHNUNG (FUR REGELFUNKTIONEN) )

i) f; (ap + V) dr = oz-f; o dr+ f; U dx.

(Linearitdt)

i) | [ e da| < [0 1l de < el - (b-a)

(Beschranktheit) (|| f|| :== sup{|f(x)|: a <z <b}) lies: “Norm von f”

iit) o, [a,b] = R mit p(z) < ¥Y(z) auf [a,b] =

fb pdr < ff Udx. (Monotonie)

a

Beweis: ii)) Sei Z = {a =2, < ... <z, = b} Zerlegung von [a,b], so dass ¢ = ¢, auf
(xk‘—hwk) =

[ flede] = | S am-mn)| < X lal - @)
= JJlel de

Da x| < Jlo| ist fir k=1,...,n, gilt

n n
Yolel - (@ —area) < el - Y (@ —ae) = el - (b a).
k=1

k=1

i), iii) Sei Z’ eine Zerlegung zu V. Z*:=2ZUZ = {2z, <...<zpn}

ist dann Zerlegung sowohl zu ¢ als auch zu ¥, also

o = ¢ auf (zx_1,2k),

= di auf (zx_1,2;) fiir gewisse ¢k, di € C

a-p+ V¥ istdann = a-cp + - di auf (zp_1,2r) =

b N

[ (ap+ ) de = 3 (a-cp+ B di) (2 — 2p—1) =
k=1

N N
a > g (2 —2k—1) + 8-> di (2 — 2-1) = « fab o dr+ f; NG
k=1 k=1
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Im Fall ¢ < U gilt ¢ < dp auf (zx_1,2;r), daraus folgt die Ungleichung zwischen den
Integralen. ([l

Fiir welche Funktionen  f:[a,b) = C kann f; fdx  sinnvoll definiert werden?

Definition 12.2 :  Regelfunktionen

Sei I C R ein Intervall mit reellem Anfangs- und Endpunkt a bzw. b.

f:I — R heifit Regelfunktion auf I, wenn

(i) fir = € (a,b) ezistieren f(z+) und f(x—)
(ii)) a € I = f(a+) ezistiert

bel = f(b—) emistiert

Bem.: 1) R(I)= Menge der Regelfunktionen ist ein C - Vektorraum
2) Ist I C R ein Intervall wie oben, so gilt:

’stetige Funktionen, BV-Fkten, monotone Fkten I — R  sind Regelfunktionen

Wir beschreiben jetzt den Zusammenhang zwischen Regel- und Treppenfunktionen auf kom-
pakten Intervallen [a,b]. Dazu bendtigen wir eine dquivalente Beschreibung kompakter Mengen.

Satz 12.2 :  Fur M CR sind gleichwertig:
(i) M sind kompakt (also beschrinkt u. abgeschlossen, Satz 9.5)

(i) Gilt M C |J Uy mit offenen Intervallen
AEA

Ux = (xx—0x,xx+0)) bei beliebiger Indexmenge A, so gibt es endlich viele Uy,, ..., Uy

n

n
mit M C |J Uy,.
=1

)
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( (ii) heifit Uberdeckungskompaktheit: — aus einer beliebigen offenen Uberdeckung kann man

eine endliche Teiliiberdeckung auswéahlen. )

Beweis: “=" JR>0 mit M C I :=[-R,R].
Sei M C |J Uy mit Uy wiein (ii).
AEA

Annahme: /é endliche T.U.

= MnN[-R,0] oder M N[0,R] nicht durch endlich viele Uy tiberdeckbar;

0.E. gelte dies fiir M N0, R|; setze I := [0, R] analog: M N [0, g} oder M N [%,R} nicht
endlich tiberdeckbar.
rekursiv:  Folge {I,} abgeschlossener Intervalle, Iy D Iyt1, |lgy1] = 5 |Ig] und

* zur Uberdeckung von I, N M braucht man co viele Uy

aus * folgt: # L, NM = oo

oo
Sei se () Iy = s ist HP. von M
k=1

M abgeschlossen, also s € M.

Nach Voraussetzung: M C |J Uy = I Ao s€U,,.
AEA

1~
~—

fiir k> 1 folgt: Iy CU,, = I©LiNMCU,,.

Das widerspricht .
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“="  zeige (vgl. Satz 9.5): a) M beschrankt
b) M abgeschlossen
1
zu a): {(:B——
n
=:1

bereits endlich viele iiberdecken M — M beschrankt

1 ..
, T+ — ) : xeMneN } ist offene Uberdeckung von M
n

1/n(x)

zu b):  Sei M nicht abgeschlossen = 3 H.P. avon M,a ¢ M
sei  Ulx) := (ZL’ —e(x),x —|—z~:(x)), 0<e(x)=1%lz—a|, zeM

= Mc | Ul = MCCJU(xg)

xeM (=1
mit zq,...,xp € M.
Setze €:= minf{eq,...,e,} , & = 3|v—a =

(a—%, a—i—%) NU@) =0 =

(a_%, a+g) N U Ux) =0 = (M wird iiberdeckt)
(=1

Dann kann a kein Haufungspunkt von M sein.
(allg. Beweis im R™ ~» Steffen An. I, p.578 f.)

Satz 12.3 :  Approzimationssatz  Sei f: [a,b] = C. Dann gilt:

f: [a,b] = C Regelfunktion <=

zu jedem € >0 gibt es ¢ € T([a,b]) mit ||f —¢| < €

D.h.:  sup |o(x)— f(x)] < e.
z€[a,b]

Folgerung: (¢=1/n) f :[a,b] — C Regelfunktion <=

Elgone’T([a,b]) mit [|f — on]| — 0 bei n — oco.
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Regelfunktionen sind genau die gleichméfligen Limiten von Treppenfunktionen.

Beweis: “=—" &> 0 gegeben - konstruiere eine Treppenfunktion ¢ mit ||f—¢|| <e =

(Cauchy fiir Grenzwerte)
zu jedem c € [a,b] gibtes Is(c) = (c—d,c+ ) mit

(x)  fl)—fly)] < e

fir alle z,y € I5(c) mit z,y < c oder z,y > c.
(ist ¢ Randpunkt, so hat man nur eine der beiden Mdoglichkeiten)

[a,b] kompakt und [a,b] C U Is (¢) = [a,b] C Is, (c1) U... U I (cn)

ordne nun ¢y, ...,c, und die Endpunkte von 15, (c¢) der Grofle nach =
Z ={{a = z,<...<zxy = b} von [a,b)].

Fixiere z; € (xj, j1+1) beliebig und setze

f(z), = € (zj,2541)
p(x) = ,x € [a,b].
f(x]')v r = Ty

Beh.: |p(z)— f(z)| < ¢ auf[a,b].
denn: z = z;

x verschieden von allen xz.,...,zn: = z € (zj,2;41) filir genau ein j;
offenbar: (zj, xj4+1) C Us, (c¢) fiir ein passendes ¢

esgilt:  (z) = f(z;) mit zj € (xj,Tj41)
= o und z; beide links oder rechts von ¢,

= [fl2) = f(z)| < e abo [f(z) —p(x)] < ¢

Es folgt: [|f —¢] < e.
“—=": Sei c€la,b)

z.Z.: lim f(z) existiert
xlc

(alle anderen Félle gehen analog!)

Cauchy Kriterium: Beh. < Ve>0d46>0 mit

| f(x)— f(y)| < e fir alle
T,y € (C,c—{—é)'

Zerlegung
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e>0 gegeben =— JopecT(a,b]) mit ||f—¢| < /3
@ hat als T.F. rechtsseitigen Limes «, d.h. 3 >0 mit
lo(x) —a| < ¢/3 Vael(cec+))
bwz. |¢(z)—e(y)| < /3 Yaz,y€ (c,c+9d) nach Cauchy

= [f@)—fWl < [f@)—e@)] + le@@)—e@)] + lel) -,
< e/3 + e/3 + ¢/3

fir alle z,y € (¢,c+9).

Bem.: Ist f, € R([a,b]) und f:[a,b] — C mit
=11 = 0,
so folgt:  f € R ([a,b]).

(beachte: aus ||f, — f|] — 0 folgt fn(x) — f(z)V z)
(Die Menge der Regelfunktionen ist abgeschlossen bzgl. glm. Kvgnz.)

Beweis: wihle nach 12.3 ¢, € T ([a,b]) mit ||p, — fol < 1/n

Dann:  |[f —ull < [If = full + [[fa —¢nll — 0,
Satz 12.3 gibt die Beh. (Ubung: Einzelheiten ausfiihren!)

Definition 12.3 :  Sei f: [a,b] = C eine Regelfunktion.

Das Integral von f iber |a,b] ist erklart als

[P fde = m JP pude]

wobei py, irgendeine Folge in T ([a,b]) ist miz || f —enl] — 0.

Bem.: (zur Schreibweise): f; fs f: f(x) dx, f: f@)dt...

10
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Interpretation:  “Flécheninhalt unter Graph (f)”

=
y:

(Bem.: Das Riemann Integral ist allgemeiner !)

Wir miissen die Wohldefiniertheit von ff f dx zeigen:

b b
Gelte |lon—f]] — 0 = | fa ©n dx—fa Om dr | =
n— 00 12.1

b
|fa(99n*‘10m)d$| < len—oml - (b—a)
12.1

>0 gegeben = IANEN: |lph—¢n| < e ¥Vn,m<N

(denn [lon = @ml| < llon = fII+ llem = F1)-

Also: { f: ©On dm}neN ist Cauchy-Folge, d.h. konvergent in C.

nh_)rgo f; ¢ dr hangt nicht von der Approximation ab:  gilt ||¥,, — f|| — 0,

so folgt [on = Wall < llon = fII + [If = ¥nl — 0 und daher

‘ff A R \I/nd:v‘ < lon —Wnll - (b—a) — 0.

Folgerung: f :la,b] — C stetig,

f :]la,b] — R monoton oder BV

== f; f dr existiert

11
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Anmerkung: ff f dx ist nur fiir Regelfunktionen f erklart,

also z.B. nicht fir f:[0,1] = R, f(z) = { (1)’ Esci%st

Rechenregeln fiir das Integral einer T.F. —

Satz 12.4 :  (Eigenschaften des Integrals f: :R ([a,b]) — C)

Seien  f,g € R (la,b]), a,f€C

(i) Linearitat: ff (af + Bg) de = oz-f;f dr + ff g dz.
(ii) Abschitzung: | [* fde| < [P|f] de < [If] - (b—a).

(iii) Monotonie: frgreell, f <g = ff fdr < f; gdx.

Bem.. 1) feR([a,b]) = |fl€R ([a,b]), 50 dass [’ |f| dz Sinn macht.

2) ’ f: [a,b] =R Regelfunktion == [ beschrankt,
dh[If = sup [f(x)] < oo.
x€la,b]

( Beweis v. 2): 1z, Folgein [a,b] mit |f(x,)] — oo
[a,b] kompakt, also 3 ¢ € [a,b] mit z], — ¢ fiir Teilfolge (Bolzano - W.)

zeige:  |f(z],)] — oo widerspricht der Existenz einseitiger Limiten in ¢ >

Beweis von Satz 12.4:

Wabhle

i) n, Wn € T([a,b]), llon = fI — 0, [¥n—g| —0
= [[(wpn + BYn) = (af + Bg) || — 0 und ap, + SV, € T([a,b])
Satz 12.1

Also: f; (af + Bg) de = li_}In ff(ag&n + BV, dx

o ff on dx + 8 f; U, dr = « ff fdx+ 0 f;gdx.
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(FUR REGELFUNKTIONEN)

i) llon = fIl=0 = [len[=IflIl =0 und [jenll = [I£]

b b
wnd | [ pndz| < [2 palde < llpall - (b—0)

Grenziibergang n — oo in dieser Ungleichung ergibt Beh.

((Anmerlang: | o (@)] — [f(@)]| <

< len(z) — f(2)| bilde sup

= Nleal =111 < llea— 7l

auberdem:  [¢(2)| < [f(@)] + [f(2) = @al@)] < IF] + If = ul
= leal < IS+ 1F =l

— lal — 11£1)

und analog [|f[| < [lenll + [If = @ull

(iif) 3 ¢n € T(la,b]) mit [l - f| —0

—

M @n|| — 0, || Re o — fI| — 0

[ reellwertig

also:

nehme

setze  @n = @n—||f — enll

—

Re ¢, reelle Treppenfkt mit || Re ¢, — f|| — 0

also direkt an: ¢y, ¥, reelle T.F. mit ||¢, — f|| — 0, ||[¥, —g|| — 0

IN

f

= Untlg=Vall = g

n
Gy U € T([a,0]), |G — fl — 0, | — g]| — O,

Gn < U, so dass f(f Op dx < fab U, dz

nun benutze Satz 12.1.

Satz 12.5 :

(Additivitit bzgl. der Integrationsgrenzen)

13
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Sei [a,c] kompaktes Intervall, a <b<e¢, und f € R(la,c|)
Dann gilt:

/ac fdx = /ab fda:+/bc fdz,

wobei rechts die Integrale der Regelfunktionen f|[a,b] und f|[b,c} stehen.

Beweis: 1) @€ Tl[a,c]).

also o =cy auf (xg,xp41) fir eine Zerlegung {a =z, < ... <z, =c} von [a,c].
Sei etwa b€ (xp,x041) =
Z''={a = 2o<...<xp<b<mpp1 <...<an}

ist Zerlegung von [a, c] zusammengesetzt aus den Zerlegungen

{a=2z,<...<z;<b} von [a,b],

{b<zpy1 <...<zy} von [b(]

Daraus folgt f; edr + [ pde = [ dx trivial.

Ist b Teilpunkt von Z, so argumentiert man analog.

2)  fliay € R([a,b]) = F@n € T([a,b]) mit sup [f(z) = pn(z)] — 0

z€[a,b]
analog: ¥, € T([b,¢]) mit sup |f(xz)— ¥,(z)] — O.
z€[b,c]

Setze An(z) := pule) ant o0 €T (la,c])
T U, (x) auf (b, o

Dann: sup |f— A, — 0 = Beh. mit 1) fir A,

z€la,c]

Konvention: 1) [ fdz = 0

2) a<b, feR((ab]) = [’ fdu:i=—[" fdz.

c b c
fa fdx = fa fdxr + fb fdz
gilt fir alle a,b,c € R

Folgerung :
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O
Die Monotonie des Integrals kann folgendermaflen verschérft werden.
Satz 12.6 : f:[a,b] — R sei stetig mit f > 0.
Gilt an einer Stelle xo € [a,b] f(xo) >0, so folgt: fab f(z)dx > 0.
M.a.W.: f>0 stetig mit f: fdr=0= f =0.
Bem.: Fiir Regelfunktionen gilt das natiirlich nicht, denn
0, 0<z<1
f= hat {iber [0, 1] Integral 0.
1, =1
Beweis: 0.E. 1, € (a,b) = 36 >0 mit f(z) >3 f(zo) auf (zo— 6,20+ 0) C [a,b]
Dann ist
% flxo), x € (X6 — 8,26 + 0)
p(r) =
0 sonst
aus T ([a,b]) C R ([a,b]) mit f>¢ auf [a,b
Monotonie = f; fdx > f; pdr = 263 f(zo) = - f(zo) > 0. O

Berechnung von Integralen mit Riemannschen Summen:

bis jetzt: f; fdxr = lim ff ¢n dx fiir eine Folge {p,} in T ([a,b]), die gleichmafBig
n—oo

gegen f € R ([a,b]) konvergiert.

Wie bestimmt man konkret eine solche Folge?

einfacher: finde ¥,, € T ([a,b]), so dass zwar ff U, dr — f; fdx gilt, aber nicht unbedingt
[V = fl| — 0.
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Definition 12.4 : Riemannsche Summen

Sei f:la,b] — C und Z :={a =2, < x1 < ... < xy = b} eine Zerlegung von
[a,b]. Es seien zj € [xp_1,xk] beliebige “Zwischenstellen”- Dann heifit

D fa) - Amg = fla) (n — wo1)
k=1 =1

Riemannsche Summe zur Zerlequng Z und den Stiitzstellen zy.

0z :=max {Axy:k=1,...,n}  Feinheit von Z.

Satz 12.7 :  Approximation durch Riemannsche Summen

Sei f :[a,b] — C Regelfunktion. Dann findet man zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 wie
folgt:

Fir jede Zerlegung Z = {a = x5 < ... < x, = b} mit Feinheit < ¢
und jede Wahl von Stiitzstellen zy ist

‘fj fdr — kz: flz) Azy | <e.

Bem.:

Zy Folge von Zerlegungen mit Feinheit — 0
S, = Riemannsche Summe zu Z,, bei beliebiger Wahl von Stiitzstellen

— [, fdz = lim S,

Beweis:

a) feT(la,b])

Fall 1: f=c auf [a,}]
trivial, da f; fdx = > f(zk)Azy fir jede Zerlegung
k=1

Z mit Feinheit < § :=b — a.
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Fall 2:  f nicht konstant
m := # Sprungstellen von f

13
Am| £

Zu gegebenem € > 0 setze §:=

Sei Z={a=x,<z1<...<x,=">0} Zerlegung von [a,b] mit ¢, <¢

wéhle Stiitzstellen zj € [z—1, zk]

= i f(Zk)'A%*ff fdo %
=1

i f(zk) - Axy — [ fdl‘}

T —
P k—1

Sei ke {l,...,n} fixiert:
i) [zk—1,7x] enthélt keine Sprungstelle
= [ = f(zx) auf [a,b], so dass f(zx)  Azxy = fofkk_1 fdx
ii) [rg—1,2x] enthdlt mindestens eine Sprungstelle: man schétzt grob ab:
Tk
F(z) A —/ fae| < 27| Aay.
Tp—1

Da eine Sprungstelle hochstens zu zwei Intervallen [xy_1,x¢], [xg—1,2x] gehort (ndmlich
dann, wenn sie gemeinsamer Randpunkt ist), gibt es hochstens 2m Intervalle, fir die ii)
eintritt.

n b
= | f(zk)Axk—/ far| < 2mo2 )6 <
k=1 @

nach Def. von 4.

b) feR([a,b]):

Wiéhle ¢ e T([a,b]) mit ||f—¢] < ﬁ

Nach a) gibt es 6 > 0 mit
n b
* ‘ Z o(zk)(xp — Tp—1) — / sodx‘ <e/3
k=1 a

fir alle Zerlegungen Z mit J§, < 0 und beliebige Wahl von zj € [xg_1, T]
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Sei Z eine solche Zerlegung mit beliebiger Wahl z; von Stiitzstellen =—-
w b
| fa) A ) fdo| <

k=1

|2 pde = ) e 4 | S fade — f) pdx| <

IF =l b=a) + | 3 fe)do - X ¢ (2)Aw]
k=1 k=1
+ ‘ kzz o(zk) Az, — ff gadx‘

<2 f—elb—a) + ¢/3 < Ze+e/3 = <

Bem.: 1) Sei f:[a,b] - C Regelfunktion.

Z ={a=w,<...<xp, = b} Zerlegung, z € [rr_1,xx] definiert eine Treppenfunktion ¢
durch
p(x) = f(ak) auf [wp—1,25), k=1,...,n.

Es gilt: f; odr — ff fdxr bei §, — 0, aber nicht unbedingt |¢ — f|| — 0.

2)  Verallgemeinerung des Integralbegriffs: ~Riemann-Integral

7Z = Zerlegung von [a,b], f:[a,b] — R beschrankt

Obersumme := Y. sup f-Ax, = O(2)

k=1 [zg_1,7k]

Untersumme := Y inf f-Az, = U(2)

k=1 [Tk—1,%k]

0(2) (U (Z )) monoton fallend (wachsend), wenn 0, kleiner wird

= lim O(Z) und lim U(Z) existieren.
Sz—0 6,—0

Sind die Grenzwerte gleich, so nennt man f auf [a, b] Riemann integrierbar
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Es gilt: ’ f Regelfunktion = f Riemann integrierbar‘

0,z=0
Dagegen ist  f(z) := ¢ R (]0,1]), aber Riemann integrierbar auf [0, 1].
sinl/x,z #0
Mit Hilfe des Riemann Integrals 148t sich “das Integral” auch fiir Funktionen mit gewissem
Oszillationsverhalten definieren. O

Beispiele: Integralbestimmung mit Riemannschen Summen

1) [0 a2z =7 (b>0)

wahle dquidistante Zerlegung x; := % b, k=0,...,n und setze zp =z}

Dann Y flzp)Azy = 3 (5)2 52 (Eo-"20)

k=1 k=1
K21 3 B - 2

= 2 mn b= Xk
k=1 k=1

= g%n(n—i—l)(?n—i—l) — %
n n—oo

allgemeiner: meN, b >0 = f(f ™ dr = l;::
2) f; ldz =7 (0<a<b)
die Zerlegung von oben ist ungiinstig, besser:
Tp = (2)’“/” -a, k=0,...,n, zp:=TKp_1 —
n n o E=L n k=1 n n 1/n
k; flzr) Az = 1;1 L ()5 a.((g)k/ —(5)*5 ) - k; ((2)1/ _1) - n.((g/ —1>

Es gilt ltii%l i ((2)t - 1) = lim 1. (e“n% - 1) = Inb/a nach L’Hospital,

also (“tzl/n” ): f: 2 — Inb/a
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Die Berechnung von Integralen via Riemannscher Summen ist nur in ganz einfachen Fallen
praktisch ausfithrbar. Allerdings kann man mit R-Summen Ungleichungen zwischen Integralen
beweisen:

Notation:  f: [a,b] — C Regelfunktion, p > 1. Dann heifit

= ([ 1P as)”

die p-Norm von f.

Bemerkung: feR ([a,b]) = |f|P € R([a,]]).
Man hat
Holdersche Ungleichung:  f,g € R([a,b]), p,q > 1 mit % + % =1

b
= [, | -gldz < [Iflp llgllq

Im Spezialfall p =¢g =2 liest sich dies also:

[Uifeglde < \JfP FRde /)0 P de

(Cauchy-Schwarz Ungleichung fiir Integrale)

Zum Beweis beachte die

Holde’sche Ungl. fiir Summen:

kg:l lax] - [oxl < <1:ZV:1 ‘ak‘pf/p (é\’: !bk\q)l/q

k=1

ak, by € C.

x sieht man so:

fir a,b>0 ist ln(%a%—%b)z lna—l—% Inb, da In konkav -

1
P
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also: ln(% a+ % b) > ln(al/P . bl/q) eﬁ;

xx  al/P p/1 < la—l—%b,

hS]

was sich auch aus der allg. Ungl. zwischen arith. und geom. Mittel ergibt.

x+ gilt auch fiir a oder b = 0.
N N N

ok = > |z VP Jw|Ve < % > |zl + é > |wg| fiir beliebig zg,wy € C.
k=1 k=1 k=1

Ersetze zj,wy durch zk/z |ze], wk/2|wg| =

N N N

-t funl e < (30 fal) (3 )

k=1 k=1 k=1

Diese Ungleichung wendet man schliellich an auf z = |ag|P, w = |bg|9.

Seien nun f,g € R ([a,b]). Betrachte dquidistante Zerlegung Z,, von [a, b] mit Schrittweite

b_T“ =: A, und beliebigen Zwischenpunkten &, n€ N, k=1,...,n. Aus x folgt:
2 AEDN o€l An = (A= Ail- A7)
n 1/p n 1/q
(3 1rEran) ™ (S laepie )
k=1 k=1
Das sind drei Riemannsche Summen, mit n — oo folgt die Behauptung. ([

Wir notieren noch

Satz 12.8 : (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sei f:la,b] >R stetig, pe R ([a,b]) sei > 0.

Dann gibt es ein y € [a,b] mit

[ f@p (@), de = f(y) [p(x)dr.

Im Spezialfall p=1 hat man

b
/ f(z)de = f(y)(b—a).
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Beweis: Es gilt die Abschiatzung (wegen p > 0)

minf-/abp (z)dz < /abf(x)p(x)d:v < maxf-/abmx)da:.

[a,b] [a,b]

Ist fabp (x)dzr =0, so folgt f;’f(ar)p (x)dx = 0, so dass y beliebig gewdhlt werden kann.
Andernfalls folgt

b b
/ p (@) f(z) do / / p(z)dz € [min f, max f],

und das Intervall rechts kommt nach dem ZWS als f-Bild vor. O

Wie wir gesehen haben, ist die Integralberechnung mit Riemannschen Summen miihsam. Zen-
trales Werkzeug ist

Satz 12.9 : Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Es sei f €R (la,b]). Man definiert F :[a,b] — C durch
* F(x):= [T f(t)dt. Dann gilt:
(i) F ist Lipschitz auf [a,b]: |F(z)—F(y)| < |fll-|x—yl.

(ii)) F ist in allen x € (a,b) links- und rechtsseitig differenzierbar, in den
Randpunkten nur einseitig mit F(z) = f(z=L).

‘Ist fecC°(la,b)), sogilt FeC'a,b) mit F' = f.‘

Beweis: Die letzte Aussage folgt aus (ii)

(i) feR ([a,b]) = [ f(t)dt existiert fiir alle z € [a,b], d.h. F ist geméB * wohldefiniert
mit

Fw - Fwl = | [roa - [Csoa] = | [ soa] < i

(i) Sei = <b. Zeige: Fi(x)= f(z+).

Sei h>0 mit z+h < b —

F(z + h) — F(x) S p () at,

S.0.

f(xz+)-h = f;Hrh f(z+)dt (Integral der konst. Fkt.)
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= [} (Fa+h) = F@) = fa] < 377170 - s de

€>0 gegeben = 36>0: |f(t)— f(z+)| <e firalle t € [z,2+)9)

Ubung: ¢ € R([a,b]), I C {Sprungstelle von ¢}

p(z+), €1 (oder p(z—))

o {cp(a?), z¢l

— g e R([a,b)) und [Todt = [Podt

Alsoist  [**" ‘ F(t) — f(x+)’dt = [T W) dt,

x

() = o, t==x
|f(t) = fla+)], e <t <z +h,

und 0<V¥(t) < ¢ fir h<éd =

[t (Fa+m) =F@)) = fler)| < $f77edt = =

Korollar: Sei I ein offenes Intervall C R und f:I — C stetig.

Dann hat f eine Stammfunktion F:I — C, z.B.

x'—>/:f(t)dt

flir irgendeine Stelle x, € I.

Notation: unbestimmtes Integral zu f: I — C (stetig)

bekanntlich: Fy, F» Stammfkten zu f = Fy, = Fi+¢ mit c€C

;o € [, f]

23
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also: erhalte alle Stammfunktionen zu f durch Wahl einer bestimmten
und Addition einer beliebigen Konstanten ¢ € C

symbolisch : [ f(z)dz = {F+c: ceC}
T T
“das unbestimmte fixierte Stammfkt
Integral”

oftmals auch: [ f(z)dz = F+¢, c€C

z.B.:
[a®de = ﬁx““ + ¢ a#-1, >0
fe“ dx = €7 + c
[sinzdx = —cosz + c.

Da sich alle Stammfunktionen nur um Konstanten unterscheiden, folgt

Korollar  (zum Hauptsatz; Integralberechnung ):

Sei I C R ein Intervall, f : I — C stetigund F :I — C
eine Stammfunktion zu f. Dann gilt fiir alle a,b € I

b
/ fz)dz = F(b) - F(y) (= FI2).

Man berechnet also Integrale ff f(z)dx durch “Bestimmen” einer Stammfunktion zu F'.

[Warnung ! Das heifit nicht, dass man Stammfunktionen immer durch geschlossene Formeln
angeben kann.|

Bspl.: f;df = Inz|? = Inb/a ,0<a<b.
Wir kommen zu einigen

Integrationsregeln: (Schema: Ableitungsregeln + Hauptsatz )

I. Partielle Integration (Produktintegration) <— Produktregel fiir %
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u,v € CHI) = [u-v'dr = u-v— [vvdx

bzw. f;u-v’d:v = (u-v)lg—f;u’vd:r
b b b
Beweis: ['u-v'dx = / (u-v) d — [Ju - vde.
N

= (w)/t nach Hauptsatz
Beispiele: (man muss wu,v passen definieren)

u v

3 1
i)a#-1: [2% Inzdx = flnx-% (a%_la:aH)de‘:

d
]n$.a7i1xa+1 _ f%(lnx)ﬁxa-i-l _

1

IR S S 1 e _ 141 ( _1 _ 1
Inz- J e == <a+1 Inz (a+1)2).

ii) in manchen Fallen ist im Integral gar kein Produkt, dann denkt

man sich v/ =1, also v(z) = z.

Seilen —-1l<a<f<l1

fﬁ Vl—x%lxzfaﬁ 1—w2'd%xda::

(mx)f P T R de =

+ ff 2 dy

(z-vi-a?)|

a V1—22
Es gilt
B 2 _ (8 1 B 1-a?
Ja Vi 4 = Ja mdx_fa i dx
B
= arcsinz| — faﬁ V1— 22 dx =
(0%
B

* ff V1—z2de = % (x\/l—mz + arcsin:c)‘

(67

25
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Das Ergebnis gilt gemafl Herleitung zunachst nur fir —1 < o < 8 < 1 linke u. rechte
Seite hiangen stetig ab von «, 8 € [—1,1], d.h. man darf auch die Grenzpunkte einsetzen.

Anwendung: D ={ze€C: |z|] <1} 1-Kreisum 0

A

-1 1

oberer Halbkreis = Gebiet zwischen z-Achse und dem Graphen von x — /1 — x2,
—1<z<1

Fliacheninhalt davon = f_ll V1—-22dr =

1
Inhalt von D = 2- f_ll V1—2%dx = arcsin:c‘

~ altbekannte geometrische Interpretation

iii) Integrale der From [z"e®dz, [a™-coszdz, [2"sinx dz,n € N, lassen sich schrittweise
berechnen:

d
I, = /x”exdx = /m”'dwexdx = x"e‘”—/n-x”lexdac =z e —n-I,_1
ist eine Rekursionsformel, und mit
I, = /exdw ="+ C

folgen alle anderen Werte.

entsprechend:  [z" - coszdr = fx"% sinzdr = 2" sinz —n [2" 1. sine =
x" 'sinx—i—n-fw"*l% coszdr = z"-sinz+na"cosz+n(n—1) [ 2" 2 cosx dz, wobei

die partielle Integrationsformel zweimal angewendet worden ist
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Mit  J,:= [a™-coszdx folgt also
Jp = n-(n—1)Jp—2 + 2" -sinz + n- 2" Lcosz
[a™-sinzdr — Ubung!
iv) [sin*xdr, [costx, k> 2:

fsinkxdx = fsink_lsc-sinxd:x = —fsink_laydi coszdr =
XL

—sin* 1z -cosz + (k—1) [sin* 2z cosz-coswrdr =

—sinftx.cosz + (k—1) [sin* 22 (1—sin’z)dr =

—sin*lz.cosx + (k—1) [sin*2zdr — (k—1) [sinfzdr =

fsinka;d:v = —% sinf 1z cosz + = / sinf 2 z dx

. k _ 1 k—1
analog: | [cos®zdx = 5 cos

z-sinz + = fCOSk_QfL'dl'.

IT. Substitutionsregel (Variablentransformation) (< Kettenregel)

Seien f e C° (I,C), p € C' ([a,b],C) mit * ¢ ((a,b])CI

Dann ist: | [7(fo)(t) ¢'(B)dt = [7) f(x)da.

Bem.:

1) * ist notig, um f o ¢ bilden zu konnen.

2) beachte (ZWS):  ¢([a,b]) ist kompaktes Intervall.

3) in der Praxis: ff fx)de = 7
suche dann “geeignetes” ¢ : [a,b] — [A, B], ¢(a) = A, (b) = B, und benutze die Formel.
Es gibt kein Patentrezept fiir die beste Wahl von ¢ — Erfahrung und Ubung!

4) es gilt nicht fabf (p(t)) dt = f&f)) f(z)dz !
Dieser Fehler wird haufig gemacht.

5) beim unbestimmten Integral schreibt man

[ e ae = { [ £ as}

um anzudeuten, dass man die rechts gefundene Stammfunktion [ f(z) dz mit ¢ verketten
muss, sonst stimmt das Ergebnis nicht.
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Kettenregel

v
Beweis (Substregel): f:(f op)(t) ¢ (t)dt =

Hauptsatz

JoD (@) do = 72 f(x) da,

wenn F' eine Stammfunktion zu f ist.

Beispiele:

(i) fff(?H—c) dt = ff:ccf(x) de, © = ¢(t) = t+c
Translation

Q=

(ii) fff(t/c) it = ¢’ -f(t/c) dt

= ¢ [V f(x) du, x = @(t) = t/e, c#0

(iii) f(p’(t)/ap(t) dt = In|o(t)|+c, ceR

denn: fiir ¢(t) >0 istja & Inp(t) =
mit ¢(t) < 0 analog

1
o(t

. d .
(iv) [ [ rolere mit bceR 7

schreibe 22 +2br +c = (z+b)2 + (c—b?)

Fall 1: c<b® (2 verschiedene reelle Nullstellen)

— 7 _ 1 _ 1 1 1 1
d:= vVb*—c dann prom el = ( )

(z+b)2—d? 2d \ z+b—d ~ z+b+d

die Terme rechts kann man separat nach iii) integrieren —-

28

) ¢'(t) nach der Kettenregel; auf Bereichen
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1

1 1
/dw = — (ln|:c+b—d| — ln|x+b+d|) = — In

22 4+ 2bx + ¢ 2d 2d

Fall 2: c=b> = —b ist doppelte Nullstelle

/ dx _/ dx . 1
22+ 2z +0b2 ) (x+b)2 oz +b

(unter Weglassen der Integrationskonstanten)

Fall 3: ¢ >b> (keine reellen Nullstellen)

Variablentransformation ¢(z) = \/% —
S T W O
z24+br4+c —b2 <p2(z)+1 N also

/ ! dx = ! / ! '(x) dz =
22 +br+c Ve —1? goQ(:c)—#—l(p N

1 1
1 d = arcta =
) = et

1 z+b
—p2 arctan .

Zur numerischen Berechnung von Integralen

Satz 12.10 :  (Trapez-Regel)

Sei f € C?((0,1,R). Dann gibt es ein xo € [0,1] mit

[ 1w =

(40 + 7)) — 25 (o)

N | =

(FUR REGELFUNKTIONEN)

29
r+b— Vb —c
z+b+vVoE—cl
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Bem.:

3 (f(0)+ f(1)) = Fliche des Trapezes

— " (xo) = Korrekturterm

Beweis: Sei ¢p(z):=1z(1—2z) > 0 auf [0,1] =

1 1
f(z) do = — /0 @) (@) de = —p@)f@) + /0 (@) f'(z) do
= 1 (f(0)+£(1))

1
= L UO+ 1) = o) [ pla) da
0

——
=1/12

nach dem MWS der Integralrechnung.

Korollar: Essei f € C? ([a,b],R) und K :=sup {|f"(z)|:a <z < b}

Fir ne N und h:= I’_Ta gilt dann:

n—1

b
[ @ de = {5 1@+ Y far kw4 10} bt R

k=1

30
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mit

K K 1
IR| < E(b—a)-h2 = ﬁ(b—a)3 -

Beweis: wende 12.10 an auf die Intervalle [a + [k — 1)h, a + k- h] und summiere iiber k.

Bem.: fiir n — oo erhilt man eine Approximation des Integrals durch Summen.
O
Integration einiger Klassen von elementaren Funktionen (— I"Jbungen!)
1) Rationale Funktionen mit reellen Koeffizienten (— Partialbruchzerlegung)
Sei R=P/Q ; [R(z)dz =7
P, zunachst komplexe Polynome Vorgehensweise:
i) Fundamentalsatz der Algebra = (0.E. Leitkoeff. von Q = 1)
Qi) = z—a)"™ (z—a)™...(z —ag)"™
ar = Nullstellen von @, ng = Vielfachheit von o, £k =1,..., s — o.E.

P(ay) #0, sonst kiirzen!

ii) zeige: es gibt ein eindeutig bestimmtes Polynom p mit
* R:Hl—i-HQ—i-...—i-Hs—‘rp,
wobei die Hauptteile H; erklart sind durch

j
Hi(z) = Zajk~(z—aj)_k, j=1,...,s
k=1
(es gilt p =0, falls gradP < grad@!)

Die Koeffizienten aj; werden eindeutig festgelegt durch die Forderung

R — Hj ist in «; nicht singular.
iii) fir z € R folgt:
S
R(z) = ) Hj(z)+p(z),
j=1

d.h. [ R(z) dv zurickgefiihrt auf [ Hj(x) dx
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beachte: P, QQ haben reelle Koeffizienten —

mit « ist auch @ Nullstelle von ), und zwar mit
derselben Vielfachheit.

Man fasse dann in * “H, und Hg” zusammen.
vgl. Beispiel (iv) von vorhin!

2420 -2
Beispiel: /3JC+JC de = 7
3 —1

Ansatz: Q(z) = 23—1 = (z—1)(2®2+z+1)

Vielfachheit jeweils 1

= R(z) = p(a)+-% + -5+ -, a,bceC

= p(z) = 0 aus Gradgrinden und

R) = {a-@=B)a=B)+b—a)w—B)+c-(w—a)z—H)}/Q)

= 3224212 = a-(z-B)z—B)+b(x—a)(x—B) +c(r—a)(z—pH)
als Bestimmungsgleichung fiir a, b, ¢

3 = at+b+ec

Vergleich
=

2 = —a(B+P)—bla+pf)—cla+h)

-2 = a-|B*+baB+ca-pB

Einsetzen der Werte fiir o, 5: 3 = a+b+c

2 = a-b(3-iF)-c(3+2)
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1 1—%1 1+%i
. _ b 4 b _ z(btb)—(bB+p-b)
. [ ] - 17'8+$—B 22— (B+B)z+|B|2
= (2$+3)/(l‘2+$+1) - xgi;r}rl + z2+2:v+1
_ 1 2z+1 2
= R(z) = 71 T Prer T e
mit
d 2 1 d
/:U—Svl = In|z — 1], /33211;1 dr = /dxln(mQ—l—:v—i—l) dr = In(x* +z+1)
und fﬁ dxr = % arctan % nach Bspl. iv.

— [R(z) dx = 1n]x—1]+ln(x2+x+1)+% arctanzf/%1+c,

ausfiihrliche Darstellung:  Ostrowski, Vorlesungen iiber Differential- und Integral-
rechnung p.232 f.

2) Reduktion auf Integrale reationale Funktionen

R(z,y) = rationale Funktion in zwei Variablen
= P B o
- (x7 y) Q(l.?y) Z. y8+x2+1

P,Q = Polynome in x und y.

(i) fR(:U, \"/am+b) de = 7 neNa#0

Transformation: y = Vaxr+b bzw. z = ¢(y) :=

Q=

(y" —b)

— fR(:U, W) dx

z=p(y) - fR<<p(y), \ acp(y) + b) ’ Sol(y) dy

= JR(E" - b)y) 2t b) dy



§12. INTEGRALRECHNUNG (FUR REGELFUNKTIONEN) 34
(i) [ R(e*) dz oder [ R(coshz,sinhz)dr = 7

Transformation: y =€ <= x =Iny

= [ R(e?) dx = [R(y)i dy bzw.

z=Iny Yy

J R(e") da = [R@)} dy

und [ R(coshz,sinhz) do = f% R(% (y+1),3 (y— %)) dy‘

(iii) [ R(cosz,sinz) dz = ?

T 11—y . 2y
= tan(=) = cosxr = —— , silnx = *
Y 3) 1+y? 1+ y?
Transformation: x = 2-arctany
2 . 2
— cos(2arctany) = Y, sin(2arctany) = %,
n ( ) 1+y2 ( ) 1+y?
also: [ R (cosz,sinz)dx = [R i 2. d
. ) 1+y27 1+y2 1+y2 y y—tan %

(iv) [R (ZL‘, Vax? +b+ c) dzx, b*> # a-c, kann durch quadratische Erginzung und lineare

Transformation tiberfithrt werden in

/R(y,\/W)dy oder /R(y, 1—y2)dy oder /R<y, y2—1>dy
| | |

y = sinh z Yy = Cosz y = cosh z

= Integrale vom Typ (ii) oder (iii)

Achtung: Es gibt Funktionen, deren Stammfunktion nicht mehr elementar

ausgedriickt werden kann, etwa / e dz.
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Dabei verstehen wir unter einer elementaren Funktion

Polynome, Exponentialfunktionen, Logarithmen, trigono-
metrische Funktionen und deren Umkehrfunktionen

sowie alle Funktionen, die man aus o.g. durch endliche Verkettungen und endliche Durchfiihrung
algebraischer Operationen gewinnen kann.

Die Stammfunktion von e*” ist nicht von dieser Form, so dass man nicht grundséatzlich

/f(a:) dz

“ausrechnen” kann. O

Uneigentliche Integrale

erhalt man durch Grenzprozess: es ist

T dt 1
/ - = 1—— — 1beiz— oo,
1 t A
. dt
also wird man setzen ) = 1.
1

Definition 12.5 :

i) Sei I =][a,b) mit a€R und a<b< +oo.

f:I — C sei Regelfunktion. Man setzt:

b s
/ f(z)dx = h}%/ f(x) dz, falls existent
i1) entsprechend fir (a,b] mit —oo <a <beR.

iii) Sei I := (a,b) mit —oco < a <b < 400,
f:1— C sei Regelfunktion: fab f(@) do:= [7 f(x)dx + fcbf(a:)da;

falls fiir ein ¢ € (a,b) die beiden uneigentlichen Integrale rechts existieren.
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Bem.:
1) Existenz fiir ein ¢ <= Existenz fiir alle ¢

oo
2) / x dr existiert nicht, denn mit ¢ =0 ist

—0oQ
t 0
foxda::%tQ — oo, [[xdr = -3 — —o
S
t—o0 §——00
t
Andererseits  lim z dr = 0.
t—o00 ¢

Dies macht deutlich, dass man im Falle eines Grenziibergangs

36

an

beiden Grenzen die kompliziertere Definition iii) wéahlen muss.

Hat man allerdings die Existenz von

/_Z f(z) dx

sichergestellt, so kann man zur Berechnung die Formel

/_ Z f(@) dz = lim /_ tt Fx) da

t—o00

wahlen.

b
3) ein uneigentliches Integral heifit absolut konvergent <= / |f(x)| dx existiert
a

o . *dr
Beispiele: i) — existiert <= s>1
1 T

“dr
denn : = = L (1-d'7), s#1
bzw. = loga, s=1
a — oo ergibt Konvergenz der rechten Seite (gegen S_% ) nur fir s> 1.
3y Vdr
ii) — existiert <= s<1
0o
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denn : — =

L Cdr o o
iii) aus ii), i) folgt: — existiert fiir kein s € R
o T

iv)
/OO dz B
oo 1+ 22
. O dx . b da . .
lim + lim = lim —arctana + lim arctanb
as—oo [, 1422 b oo ) g 1422 a——00 b—s00

Satz 12.11 : (Majorantenkriterium)

Seien R > a <b< oo, f, g seien Regelfunktionen auf [a,b). Es gelte |f] < g.
b b

Ezistiert dann / g(x) dx so auch / f(z) dx.
Das Integral konvgrgiert sogar absolut. ‘

Bem.: analoge Aussagen gelten fiir andere Grenziibergénge.

Beweis: Sei F(z):= [ f(t)dt, x € [a,b)

— |F@) = F@) = | [7 10 dt| < | [7lg(0)] at)
fir alle x,y € [a,b) bzw. mit G(x):= ["|g(t)] di:
© @) - F)| < 6@ - 6w,

Da li%rbl G(x) existiert, genligt G dem Cauchy-Kriterium. Aus x folgt das Cauchy-Kriterium
x
fir F, also die Beh. O
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Als Anwendung beweisen wir

Satz 12.12 :  (Grenzwertkriterium)

Seien f,g Regelfunktionen auf [a,b) mit g > 0.
FExistieren

liy £(2) /o) und. | o) d,

b
so auch / f(z) dzx. (analog: andere Grenziberginge)

Beweis:

o , .
= 13%)1 f(J:)/g(a:) = Jd € [a,b) mit
‘m—a‘ <1 auf [d/,b) =

f@ ] < (1+lal)g@)  auf @) —

b
/ f(z) dx existiert.

b
Dann existiert natiirlich auch / f(z) dx.

a

Die Gamma-Funktion I'(s) := / 2" 1e™ dx ist wohldefiniert fiir s >0 (s. Ubungen).
0
Eigenschaften von I'(s):
(1) T'(s+1) = s-I'(s),s>0
(2) T'(1) = 1
(3) T'(n) = (n—1)! ,neN

Beweis: Siehe Ubungen.
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Satz 12.13 :  Uneigentliche Integrale und Reihen

Sei f:[1,00) = R monoton fallend und > 0. Dann existiert der Grenzwert

n n+1
~ lim (;f(k) - [ @ @)

und erfillt 0 <s < f(1).

D. h.: > f(k) konvergent <= f(z) dx existiert.
k=1 1

Beweis:

Esist  f(k) > k+1f(33) dr > f(k+1). * Sei ay,:= if(k:)—/ f(z) de =
k k=1 1

nt1 — ap = f(n+1 / f(z)dx > 0 (s.0.), also {a,} wachsend mit 0 < a,,

denn a; = f(1 /f f(1)— f(1) = 0, die Montonie von {a,} ergibt a, > 0.

Auflerdem gilt:  a, < f(1) — f(n+1):

n+1

o = FO) + 3 Sk / f(x)de — f(n+1)

n+1 k
= JO) = S+ + X (f0) - [ (@) da)
k=2 k—1

-~

< 0 nach « (2teUngl.)

< f(1) = f(n+1).

Da {f(n)} monoton fillt und > 0 ist, existiert ILm f(n),

also: quggn;o an < f(l)—nli_{gof(n) < f(1). O
Beispiele:
1) f(z)=1/x

= lim <kzn:1 1/k — log(n+1)> =:c

n—oo
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existiert. ¢ heifit Euler - Mascheroni Konstante.

Es ist unbekannt, ob ¢ € Q.

oo
d
2) / o konvergent genau fir s>1 <

1 7
o0
> o= konvergent genau fiir s> 1.

40
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Vertauschungssatze fur Folgen und
Reihen von Funktionen

geben Antwort auf folgende Fragen: Seien f,,f: D — R oder C

b

2 b
D) fon—=>f = / fulx) de — f(z) dz,

n—00 a

0 oo f = [ f

o [P ? = [P ) d
i) [ (X hw)a 23 [ e a

iv) 4 flfn(g;) ? i df(),..

wobei iii), iv) Spezialfille sind von i), ii).

Im Gegensatz zur Konvergenz von Folgen und Reihen in R oder C wo es nur eine kanonische
Definition gibt, hat man bei Funktionenfolgen die Wahl zwischen mehreren Konvergenzbegriffen.

41
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Definition 13.1 Seien  fo,f: D — R oder C, neN, DCR, C.
a) {fn} konvergiert auf D gleichmafig gegen f <=

sup |fn(z) — f(x)] — O

zeD n—00

(D.h.:  zu jedem £ > 0 gibt es ein N. € N mit |fp(z) — f(x)| < e fir alle

n>N. undallex € D)

. . —
Schreibweise:  f, —» f, n— o0

Bemerkung: setzt man |l¢|| = sup|p(z)], so bedeutet gleichmdifige

zeD
Konvergenz || fn — f|] — 0.
n—oo

b) {fn} konvergiert punktweise auf D gegen f <=

lm fu(x) = f(z) VreD

Schreibweise:  f, — f, n— 00

c) {f} ist gleichmafige Cauchy-Folge <=

Ve>0 IN.e€N: | fo— fmll <e firalle n,m > N,

FOLGERUNGEN

1) fo = f = fo—f

Umkehrung ist falsch:  f,(z) :==2", 0 <z <1, neN

Es gilt
lim fo(x) = = f(z)

fiir jede Stelle 0 < x < 1. Angenommen || f, — f|| — 0.

Sei z,=1—1/n€0,1). Dannist (1 —1/n)" = |fu(zn) — f(zn)] < || fu— fll — 0,

aber li_>m (1-1/n)" = 1/e.
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{fn} glm. Cauchy-Folge auf D <—

es gibt eine Funktion f auf D mit f, — f.

Beweis:  fiir jedes z ist { f,,(x)} Cauchy-Folge, also existiert f(z) := li_}m fa(z); zeige (Ubung):
fn = f. O

fn = f —

es gibt eine Nullfolge {ay}, an > 0, mit

3
) |fu(z) — f(2)| <ap, fir allez € D und allen <=
fir jede Folge {zy} in D ist |fn(xn) — f(zn)] — 0
- n—oo
Satz 13.1 : Seien f,: D — C stetigin a € D.

Gilt dann f, —> f auf D,

so ist f ebenfalls stetig in a.

Kurzfassung:  glm. Limiten stetiger Funktionen sind stetig.

Bemerkung: Im Gegenbeispiel von vorhin ist die Grenzfunktion unstetig, also kann nach
13.1 keine gleichméaflige Konvergenz vorliegen.

Beweis: Sei x, —a; |f(zn) — fa)] =

[f(@n) = fe(@n) + fe(zn) — fr(a) + fr(a) — fla)] <
2\ fe = fIl+ [ fr(@n) — frla)| gilt fiir alle n, k.
e>0 gegeben = 3k : ||fr—fll <e/3

Damit ist k festgelegt. Nun benutze die Stetigkeit von fr in a, um N. auszurechnen mit
| fr(zn) — fr(a)| < e/3 fiir alle n > N..

Man bekommt: |f(z,) — f(a)] <e V n > N, also Stetigkeit von f in a. O
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Im Gegensatz zur punktweisen Konvergenz erhilt also gleichmafige
Konvergenz die Stetigkeit von Funktionen.

Als Anwendung bekommen wir

KOROLLAR: {f,} Folge stetiger Funktionen, >  f,

n=1

o0
glm. konvergent — > f, stetig.

n=1
( eine Funktionenreihe ist z.B. dann glm. konvergent, wenn | f,|| < o, mit «a, > 0 und

§Qn<oo)

n=1

AufBlerdem liefert 13.1 sofort den folgenden Vertauschungssatz

Satz 13.2 :  Es gelte f, € C°([a,b]) sowie f, —> f.

Dann ist f uber [a,b] integrierbar und

b b
/f(:v)dx = lim fn(x)dz.

n—oo a

Bemerkung und Beweis: Die selbe Aussage gilt fiir Regelfunktionen f,,, man vergleiche
dazu die Bem. nach dem Approximationssatz 12.3, dass R([a,b]) abgeschlossen ist bzgl. glm.

b
Konvergenz. Also existiert in jedem Fall / f(z) dx und
a

‘/abf(x) dx_/abfn(x) dx‘ < \fa—=fll-(b—a) — 0.
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b b
Gegenbeispiel: / fo(z)dz — / f(z)dz i.a. bei nur punktweiser Konvergenz!
a a

fn

3= -
3o

1
fn(z) = 0, x €[0,1], aber / fa(z)dz =1#0.
0

Bemerkung: Vertauschung bei uneigentlichen Integralen

In:

:[0,00) = R seien integrierbar, f,, — f

Daraus folgt auch fiir stetige f, i.a. nicht

Jim /O T ) = /0 " fla)da

o0
Dies wird klar, wenn man sich die Definition von / vergegenwartigt
0
o
lim / frn(x)dx = hm hm fn dw =
n—oo a—)oo
lim hm fn dac = lim f / flx
a—r o0 TL‘)OO a—0o0
f
13.2

Offen ist namlich, ob man bei “?” die Reihenfolge der beiden Grenziiberginge dndern darf. Die

Antwort ist positiv, wenn

sup’/fn dx—/ fnlx diL‘ — 0

a—00
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oo

gilt, d.h. wenn die Konvergenz / fu(x) de — fn(x)dz gleich schnell erfolgt fiir alle n.
0

a—00 0

(Die gleichen Ausfithrungen gelten sinngeméif auch fiir jeden anderen Typ von uneigentlichen

Integralen.) Wir geben ein Beispiel, wo dies nicht der Fall ist.

fn:[0,00) — R, fu(z):= % e*x/",n eN

(1) fn — 0 glm.

denn: f,(0)=0, lim f,(x)=0, f,>0

T—r00
=  Jan: folzn) = sup fn = [[fall,
also 0 = fi(zn) = 5 e*x”/"—i—g e/ = g, = n
Daraus folgt: [|f,l] = fa(n) = 1.1 —o0.

(2) /:ofn(a:) de = /:o:l . % e i

Oo'ft o ot [ < _
/Ote dt-(t(e ))‘0 —l—/oe dt 1.

Satz 13.3 :  (Vertauschung von Grenzibergang und Ableitung)

Sei f, € Cl<[a,b]> mit f, — [ punktweise. Die Folge {f}} konvergiere glm.
gegen eine Funktion g. Dann ist f € Cl<[a,b]> mit f'=g.

Bemerkungen:
fu € C([a,1])),
(1) fn = f, % Konvergenz von {f}} in irgendeinem Sinn gegen f’

f differenzierbar
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Beispiel:  f,(z) := 1.sin(nz); offenbar f, = f

aber fl(x) = cos(nz) nicht konvergent
foec (b)), fo = f

(2)
fe 01([a, b})

Beispiel: Ubung

Beweis des Satzes: g¢g:= lim f], € C° ([a, b]) nach 13.1
n—oo

Hauptsatz = fp(z) = fn(a)—l—/xf,'l(t) dt

T
Satz 13.2 — / fr(t) dt — g(t) dt

n—o0 a

punktweise Konvergenz f, — f ergibt:  f,(x) — f(z), fu(a) — f(a).

Zusammen:

ANWENDUNGEN
Wir wollen zeigen
00 (na) 2 2
M | X == (57) % | 0se<o
n=1
l z=20
o
1 _ 72
ngl .

47
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13

Sei dazu f(z) = # cos(nz), x € R. Die Funktionenreihe ist gleichméafiig konvergent, denn

Il
—

n

71 ( ) ‘ < 1 E 1/ 2 <
sup cos(nx n 0.
n? -

27
n
z€eR 1

Mit  fy(z) = n% cos (nz) ist

=

N
(@) =3 -

n=1

- sin(nx),

S

und wir miissen zeigen, ob und wo {fj} gleichméfig konvergiert.

Hilfssatz: Fiir jedes 6 >0 konvergiert {fy} auf [0,27 — ] gleichméBig gegen z+— 5T,

Nehmen wir dies zur Kenntnis, so liefert 13.1

fz) =

8
| |
3

auf [0, 21 — 4],

also f'(z) = *%* auf (0,2m) wegen der

Beliebigkeit von §. Also findet man ein ¢ € R mit f(z) = 3 (zx—m)?+c auf (0,27), und

da f auf R stetigist (da fy € C° und fn _— f), hat man diese Gleichung auf [0, 27].

Berechnung von c:

2m 3
1 1 2
/0 {c~l— Z(x—ﬂ)z}dx:%rc—l— ﬁ(x—w)so = 7%—i—27rc

2 2

f(z) dz = lim fn(z) de =
0 132 N7 J o

N

2m
lim > le/ cos(nx) de = 0,
0

N—oo n=1

also ¢ = —1—2. Einsetzen ergibt die Beziehung (1).
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Zum Hilfssatz: Fir n &N ist

3=

- sin(nz) = /x cos(n-t)dt =

s

M=

z N

L sin(nz) = / Z cos(nt) dt mit

1

i
I

n

N N ‘ .
>~ cos(nt) = 3> (emt —i—e‘lnt)
n=1 n=1
1 ¥ ikt 1
— Es 7. _ 1
= 2 € 2
k=—N
1Nt N 1
_ 1 =1 1 =
= 3¢ > € 2
k=0
(geometrische Summenformel,
t¢2m-7)
— Ll —iNt 1-— et@N+DE
-2 1 — et 2
1 e—iNt _ Gi(N+1)t 1 1 &(N+ht _ i+ 5t 1
- 2 1 — et —2 — 32 oit/2 _ o—it/2 -3
1 sin(N-‘,—%)i 1
-2 sint/2 2

Dies eingesetzt liefert

T 1 sin(N + )t 1
)=/ LsimtNVEo)t L g,
£ 2 sint/2 2

wobei man ¢ ¢ 277 beachten muf}; also ¢/2 ¢ nZ. Fir x € [§,2r — J] ist t — 1/ sin(t/2)

auf dem Integrationsbereich wohldefiniert, und die Behauptung des Hilfssatzes folgt nun aus (2)
und der

Sei ¢ € Cl([a,BD und

.. g
Ubungsaufgabe : * (y) ;:/ ©(t) sin (yt) dt, y € R.

(67

Dann gilt : lim ¥(y) = 0

y—+o0
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weitere Ubung:  fithre damit im Detail aus, wie sich aus (2) die Behauptung des Hilfssatzes
ergibt. (s.u., Bem.)

oo
Bemerkungen: aus (2) und = folgt >, L . sin(nz) = Z;%,z € (0,27) aber noch nicht
=1

=
notwendig glm. Kvgnz auf [d,27 — J]; das sieht man so

Sn(z) = ngjl sin(nz) = Im (ngjl einaz) —

t(N+1)z _ i
et — 1

N
Z einz

n=1

< 2/’61':5/2 — e = e < 1/sin(5/2), x € [4,2m — 0].

[Sn(@)] <

z
2

Fir M > N folgt:

M M
i z SN—
X k- sin(na)| = > Sn(@) (2- k) +540 — Sea

1 1 1 1 1 2
S ez (W Ve RN Ve T N) S Nenop O

also eine glm. Cauchy-Bed.



§14
Parameterabhangige Integrale

b
haben die Form f(x,t) dx, d.h. der Integrand hangt auler von der Integrationsvariablen (x)

a
noch von einer anderen Variablen (¢) ab, die eine gewissene Menge D durchlauft. Man bekommt
b

also eine Funktion t — f(z,t) dr und fragt nach Stetigkeit oder Differenzierbarkeit, etc.
Im Spezialfall D =N hat man die Situation aus 13.2.

b
Beispiel: Sei F(t) := /xtd:c fir 0<a<b tecR

Inb/a, t = —1
Man bekommt: F(t)=
t% (bt+1 _ at+1>’ t# -1

und mit [’Hospital folgt Stetigkeit von F' auch in ¢t = —1. Allgemein gilt:

Satz 14.1 : Es seien I = [a,b],D = [¢,d] kompakte Intervalle und f € C°(I x D) mit

b
Werten in R oder C. Dann ist F(t) := / f(z,t) dx fir alle t € D definiert und dort stetig.

b
Beweis: feC°(IxD) = f(e,t) € C°(I) fir jedes t, d.h. / f(z,t) dt ist erklart.

a

Zur Stetigkeit:
Sei ¢ >0 gegeben; I x D ist kompakt in R?, also f dort gleichméBig stetig, d.h.: 36 > 0 mit
|f({L‘1,t1) - f(fl:g,t2)| < 6/(b — (I) fiir alle (ZL‘i,ti) €l xD mit ‘(1‘1,t1) — ($2,t2)| < d.

o1
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Speziell:  x |[f(x,t1) — f(z,t2)| < e/(b—a), [t1 —t2] < 9§, z €I
Man bekommt:

) - Fe)| = || (o) 1ot da] <

a

/b f(l‘,tl)—f(%h)‘dx < /bb5 de = ¢

a * a —a

fir ¢1,ty € D, |t; —to] <. F ist also sogar glm. stetig. O

Bemerkung: Die Voraussetzungen an f konnen etwas abgeschwicht werden, man vergleiche
dazu Barner, Flohr Bd.I, p.399.

Wir mochten nun F differenzieren. Die Vorstellung ist, dass man F’(t) durch Ableiten
unter dem Integral nach der Variablen ¢ erhalt.

Notation: Wenn bei festem =z € I die Funktion D > ¢ — f(z,t) differenzierbar ist, so
nennen wir die Ableitungsfunktion die partielle Ableitung von f nach ¢,

Schreibweise: ’ Dof oder Dyf ‘ oder % f.

Es ist also:
Dif(a,t) = lim + (ft+ k)~ f(x,1)

Beispiel:  f(z,t) = sin(xt); Daf(z,t) = xcos(zt)

Satz 14.2 :  (Ableiten eines Integrals nach dem Parameter)

Seien I, D wie in 14.1. Auflerdem gelte:

i) f:Ix D — R ist fir jedes t € D Regelfunktion auf I
d.h. f(e,t) e R(I) VteD

it) Dof sei auf I x D definiert und stetig.
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b
Dann ist  F(t) ::/ f(z,t) dx differenzierbar auf D

mit Pt = /ngf(x,t) da.

Bemerkung: Durch komponentenweise Anwendung gilt das Resultat natiirlich auch fiir
C-wertige f.

b

b
f(x,t) dx, / Dy f(x,t) dx fiir

Beweis: Die Voraussetzungen ergeben die Existenz von /
a

alle t € D. Zu zeigen ist:

h—0

1 b
lim 7 (F(t+h) — F(t)) = / Dy f(z,t) dx,
a
wobei flir Randpunkte ¢ natiirlich nur einseitige Limiten in Frage kommen.

Es gilt:
% (F(t+h) _F(t)> —/Z Dyf(x,t) dx ‘ =

/b {% (f(x,t+h) —f(x,t)) —sz(a:,t)} da ‘ — (MWS)

a

/ (Dot (@) - Daf(a,t)) e |

a

wobei die Zwischenstelle 1" zwischen ¢ und ¢ + h liegt und von ¢, h,x abhangt. Dsf ist
gleichméaflig stetig auf dem Kompaktum I x D, zu ¢ >0 gibt es ein 6 > 0 mit

’DQf(371,t1)—D2f($27t2)‘ < 8/(b—a)7 ‘($1,t1)—($2,t2) <94
Es folgt fir 0 < |h] < §:
’(w,T)—(x,t)‘ < 4§ Vzel,

also

‘/z (sz(ﬂf,T)*Dgf(x,t)) dm‘ < /

Dies zeigt die Behauptung. ([

b

b
Dyf(x,T) — Dof(x,t) \ dr < /

€
o b—a
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Beispiel: (wie man mit Hilfe von 14.2 Integrale ausrechnen kann):

1 .t
1
/ T T de = 7, t>0.

o Inz

(2t —1)/Inz, € (0,1]
Sei  f(z,t) = /

0, z=0

1
L’Hospital = f(e,t) ist stetig auf [0,1] fiir jedes ¢ > 0, also existiert /

fiir jedes t > 0.

2t —1)/Inzx dx
-/

Fiir D wahlen wir ein beliebiges Intervall [0,d] mit d > 0. Es gilt

1
Dyf(x,t) = i Dy (et'lnx) = g Inz - ™ = 2!, 0<z<1,t>0

und Dyf(0,t) = 0, denn f(o,e) = 0. Die Funktion
2, 0<ax<1,teD

g : (x,t) —
0, =0, teD

ist nun aber nicht stetig auf [0,1] x [0,d], denn ¢(%,0) = 1 4 g¢(0,0) = 0. Wihlen wir
0 < ¢ < d, so prift man leicht die Stetigkeit von g auf [0, 1] x [¢,d], d.h. Satz 14.2 ergibt dann

d 1 t_ 1 1
— < dr = / o' dz, t € [e,d]

dt | ¢ Inz 0
1t
—1
Sei F(t) := / ’ dr =
o lnz
t 1 1) |=1 1
F'(t) = / ot de = (7$t+ ) =
0 t+1 =0 t+1

fir ¢ e [c,d].

Alsoist * F(t) = In(t+ 1)+ K auf RT, denn ¢,d sind ja beliebig. K bezeichnet eine
Integrationskonstante.
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Andererseits ist F(t) definiert fiir alle ¢ > 0 und f(x,t) stetig auf z.B. [0,1] x [0,1]. Dazu
priift man Stetigkeit von f in (0,0): gelte (x,,t,) — (0,0). Wegen f(0,tn) = f(0,0) = 0
sei x, > 0.

Dann ist f(xp,t,) = (vl — 1)/lnxn = ( etninan 1 )/lnxn

= t, - =1 qa, = +t, - Inz, <0

Nach dem M.W.S. existiert f, € [an,0] mit
0< (eo‘"—l)/an = e < 1,

also f(xn,t,) = tn-e’» — 0, und nach

n—oo

Satz 14.1 folgt die Stetigkeit von F auf [0,1]. Mithin gilt * auch fir ¢ =0 und wegen F'(0) =0
bekommen wir K = 0. Also lautet unser Ergebnis:

1t

-1

/ ‘ dr = In(t+1), t >0.
0 Inx

Das Beispiel zeigt auch, dass man vor Anwendung der Satze einige Umwege machen muf.
Das hier benutzte Prinzip besagt im wesentlichen, dass man das nach Parameter differenzierte
Integral gut auswerten kann und daraus mittels des Hauptsatzes das eigentlich interessierende
Integral rekonstruiert. Im Beispiel hat man offensichtlich schon einen natiirlichen Parameter t.
Manchmal ist dieser Parameter erst anzubringen, wie etwa im folgenden Fall, den wir aus offen-
sichlichen Griinden erst spéater genau diskutieren kénnen:

0o -
SN T
de = 7
0 X

[e.e] 1 oo
F(t) = / e = . sinzdr = F'(t) = / sinz - e ™ dx

0 T .
d 1 .
¢ . 4 -
[e T e (—E e ") ~ (part. Int.)} = 1o ¢
= F(t) = —arctant+c;t—00 = ¢ = m/2
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Satz 14.3 :  (Vertauschung der Integrationsreihenfolge)

Sei f e C’O([a, b] x [c, d}) Dann gilt:

[ ([ rwna)a = [ ([ swoa)a

b
Beweis: t — / f(z,t) dr ist stetig nach 14.1, also auch integrierbar iiber |[c,d], also

a
existiert das Doppelintegral rechts.

Analog:  Existenz von /b (/d... )
b
Seien F(t) := / f(x,t) dx, t € [e,d]
Gly) = / y F(t) dt, yeled,
L(y) = /Z (/i f(z,t) dt) dz, y € [c,d
=:9(z,y)

Beh.: G(d) = L(d)
Satz 14.1 = F € C°([c,d]) ; Hauptsatz = G € C([c,d])

mit G'(y) = F(y) auf [e,d].

b
Satz 14.2 = L'(y / Dy g (z,y) = /f(x,y) dx = F(y)
Zusammen: G(y) = Ly)+ K &= K=0.

also G(d) = L(d). O
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Parameterabhingige uneigentliche Integrale

Ziel ist die Verallgemeinerung der Sétze 14.1, 2 auf den Fall uneigentlicher Integrale (vgl. Def.
12.5), wobei wir uns auf den Typ

t>—>/oo f(x,t) dx

beschrénken mit eigentlicher unterer Grenze a € R. Alle anderen Formen von uneigentlichen
Integralen diskutiert man sinngeméaf}, insbesondere gelten entsprechende Versionen der folgenden
Aussagen. Von entscheidender Bedeutung ist die sog. gleichméfliige Konvergenz der Integrale

/ f(x,t) dx bzgl. t.

Definition 14.1 Seien a € R und D C R. Fiir jedes t € D und u > a sei
x — f(x,t) Regelfunktion auf [a,u]. Gibt es dann zu jedem e > 0 ein u. > a, so
dass fiir alle ug > uy > ue. und allet € D gilt

u2
’ / f(z,t) dx ’<€,
u1

so heif§t / f(z,t) dx gleichmafig bzgl. t € D konvergent (Die “Reste” werden
gleichmafig C}ﬂlein.)

Zeige (als Ubnung):

1) Unter den Voraussetzungen von 14.1 existieren die Integrale

/ f(z,t) dr fir jedes t € D

Sei 0 <geR ([a,0)) mit/ g(z) dxr < oo und

a

| [z, )] < g(z)

fir alle € [a,00), t € D, wobei f(e,t) € R ([a,0)).

Dann sind die Integrale gleichméBig konvergent. (Majorantenkriterium)
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o u

(Hinweis zu 1):  beachte die Definition / o(z) de = le o(z) dz, ¢(x)

und zeige die Existenz des Limes mit dem Cauchy-Krit.)

Beispiel:  (vgl. p.17 unten)

Fir a > 0 sind die Integrale

o0 oo :
_4n COST 4. SINT
/ et dz, / et dx
a z a x

gleichmaflig konvergent bzgl. ¢ > 0.

sin x

Bemerkung: Da liH(l) = 1 ist, kann man sogar glm. Konvergenz von
T—r

o -
sinz _
Ty

0 X

bzgl. t > 0 zeigen.

Beweis der glm. Konvergenz: Seien 0 < a < u; < ug. Wir rechnen komplex:

UuQ 3 u2

_ cosr . sinzx 3 1

et”’< 41 )dx: e e 2 dy =
z T x

ul ul

/ Pl e gy v [ L e L
u T —t+1 T

Beachte:

’t+Z| Z 1’ )e(i—t)l’

und

Y2 dx 1 1
I

1 X (5] u9

o8

f(,t),
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Zusammen:

u9 :
_ cosx . sinz
/ et ( +1 ) dx
u T x

< 2/uy

Zu ¢ >0 wahle u. =2/e. Fir wugs > uj; > ue folgt dann sofort (durch Ubergang zu Re und
Im)

u2 4 u2
_,. sinx 4y COST
‘/ et d:n‘gs, )/ et dr | < ¢
ul z u1 x

fir alle ¢ > 0. O

Satz 14.4 :  (Stetigkeit parameterabhdingiger uneigentlicher Integrale)

o0

Ist f e C° <[a,oo) X [c,d]) und sind die Integrale / f(z,t) dz

a

gleichmafsig konvergent bzgl. t € [c,d], so folgt Stetigkeit von

F(t) = /OO f(z,t) dx auf [c,d].

Beweis: Sei u > a. Fir t,ts € [c,d] ist

F(t) ~ F(ts) | = ]/u floth) do — /u Fats) da

[ty de - [ fen) do |

u

< ]/u floth) do — /u fla,ts) dr | + ]/:o fla,t) do | + ]/Zo F@,t2) da

Sei € > 0 gegeben. Aus der glm. Konvergenz folgt:

* Ju>a:

/OO f(z,t) dz| <e/3 Vteled
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Beweis:  Ubung!

f(x,t) da:‘ <e/3...... ,

aufierden: / / /

up
mit uy — oo folgt: | / flx,t) de — / f(z,t) dex

/f:nt

<e/3

fur alle uw; > u.

Fixiere u mit * =
2 u u
Pty -F)l < 3=+ | [ fatyde - [ fow) del,
und dem Beweis von 14.1 entnimmt man: 36 = §(u,e) mit
’ / fla,th) de — / Fla,ts) da ‘ <e/3
fir alle t1,t9 € [C, d] mit ‘tl — t2| < 4. O

d e
Nachdem gerade bewiesenen Satz existiert / F(t) dt = / ( / f(z,t) dx > dt

[

0o d

Dies drangt die Frage auf, ob auch das uneigentliche Integral / < / f(z,t) dt ) dx existiert
C

und ob man es durch Vertauschen der Integrationsreihenfolge erhilt.

Satz 14.5 :  Unter den Voraussetzungen von 14.4 existiert

/aoo </Cd f(x,t)dt)dxmz’t Wert /Cd </aoo f(%t)dx)dt
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Beweis: Sei € > 0 gegeben; aus der gleichméfligen Konvergenz folgt

‘/Oo flwt) do — / fla,t) do | < =f(d—0)

Juo >a:

fir alle u > uo, t € [c,d]

(vgl. p.22)  Also gilt <F(t) = /:O flx,t) da:)

‘/jF(t)dt/j(/:f(x,t)daz)dt‘gg
fiir alle u > uo.  Gemif 14.3 st /d(/u...dx)dt:/u (/d...dt)da:

c a

d.h.:

| /Cd F(t)dt—/au (/Cd f(o,t) dt ) do | <.

[e%S) d
Per Def. existiert dann / ( / flx,t) dt ) dxr mit dem behaupteten Wert.
a C

> ;
Beispiel: / P /4
0 xT

f(z,t) == e *cos(tx), x € [0,00), t €[0,1];

|f(z,t)] < e = / f(z,t) de glm. konvergent bzgl.t
0

Also:

1
1 1 us
Ls. :/0 mdt = arctan|; = 1

berechne [;° ™ - cos(tx) da
durch 2 malige partielle Integration
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rs. :/Oo (/; %{e*x %sin(m)} dt) d

0
o .
__sinzx
= e ® dz (]
0 X

Zum Schluf} differenzieren wir uneigentliche Integrale nach Parametern.

Satz 14.6 : Sei feC° <[a, 00) X [e, d]) Es soll gelten:

i) Dof € C’°<[a, o) x [¢, d])

ii) / Dyf(z,t) dx gleichmdflig konvergent fir t € [c,d]

oo
iii) / f(x,¢) do existiert.
a

Dann ist F(t) := / f(z,t) dz fir alle t € [c,d] definiert und differenzierbar mit

F'(t) = /OO Dy f(x,t) dx

Beweis: Satz 14.5 ergibt die Existenz von

[ [ pestan s a

mit Wert

[ pastey aya

fiir jede Stelle y € [¢,d]. Nach dem Hauptsatz ist

/y D2f(l‘7t) dt = f(:v,y)—f(x,c),

also zusammen:

/cy {/:o Dyf(x,t) dw} dt = /aoo (f(l‘,y)—f(gjvc)) de
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Vor. iii) ergibt mit dieser Gleichung die Existenz von

F(y):/:of(:c,y) dx:/cy{/:ngf(x,t) da:} dt + /aoof(:c,c) dz.

00 Y
Nach i, ii) ist ¥ : ¢ +— / Dy f(x,t) do stetig (vgl. 14.4), folglich ist / U(t) dt differenzierbar.
a

Das liefert: ¢

Fl(y) = ¥(y) = /OO Do f(z,y) d.

Beispiel:

Firt >0 sei f(z,t) :=e Si%, x € ]0,00], wobei % stetig in 0 durch 1 ergénzt wird. Es
gilt

Dof(z,t) = —e “sin,
und man sieht fiir beliebige Wahl von 0 < ¢ < d

Dyf € C’O([O, o0) X [e, d]), / Dy f(z,t) dz glm. konvergent bzgl. ¢ € [c,d]
0

(hier geht ¢ > 0 ein)

Aus dem Beispiel im Anschlufl an Def. 14.1 folgt die Existenz von

& sin x
/ e dz, t € [c,d].
0 X

Wir konnen also Satz 14.6 anwenden:

d [o.¢] 3 o0
— ete 20T g —/ —sinz-e " dx, t € [c,d].
dt 0 T 0
Die rechte Seite ist nach 2maliger partieller Integration = —H% (vgl. Bspl. nach Satz 14.5),

also

oo .
., sinz
et dr = K — arctant *
0 xT
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fiir alle £ > 0 mit einer Integrationskonstanten K.

Fiir t = 1 haben wir (vgl. Bspl. nach 14.5)

=n/4
. . .
/ e T gy = %, K —arctanl = 7/4,
0 Xz

also K = 5. Da beide Seiten von * stetig in 0 fortgesetzt werden konnen, folgt

* sinx
/ d:U:E—arctan() = E.
0 xr 2 2

Die Gamma-Funktion (Einzelheiten: Ubung)

I'(t) :—/ o7 le™ dx

0

ist wohldefiniert fiir alle ¢ > 0 [vgl. Bspl. nach Satz 12.12). Wir zeigen:

[ ist von der Klasse C*® auf R mit

rk(t) = / 271 (Inz)ke™® da.
0

Beweis: Es reicht, die gleichméflige Konvergenz von fooo 71 (Inz)* e=® dx bzgl. t aus einem
kompakten Intervall [, 5] C R zu verifizieren, die Behauptung folgt dann aus Satz 14.6 und In-
duktion nach k. Man beachte allerdings, dass alle auftretenden Integrale sowohl an der oberen
als auch an der unteren Grenze uneigentlich sind. Wie aber auf p. 57 bemerkt, gelten unsere
Ergebnisse sinngeméfl auch in diesem Fall. Eine andere Moglichkeit, dies zu begriinden, besteht
in der Zerlegung

L=l

und anschlieBender Diskussion dieser beiden Integrale.

Zu k € N berechnet man M > 0 mit

‘(1nx)kx°‘/2‘ < M fir ze€(0,1],

‘(lnx)k x*[g‘ < M fir ze][l,00).
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Es folgt fur t € [a, B]:

(Inz)k e=@ 2!~1

IN

IN

65

Da fol e ® 22 ~1 dr und floo e~ x2~1 dx existieren, haben wir eine bzgl. t € [a, 3] uniforme

Majorante gefunden.

0

Ubungen: 1) T ist logarithmisch konvex, d.h. In(T') ist konvex

(Hinweis: Beh. < (IV)2 < T -T", zeige dies mit geeigneter Anwendung von Cauchy-Schwarz

auf den Integranden von I')

2) ¢=In(T") erfilllt ¢(t+1)—¢(t) =1Int auf RT.
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Metrische und normierte Raume

sind abstrakte Konzepte dafiir, was man unter “Abstandsmessung” versteht.

Wir kennen: e Abstande von Punkten in R oder C

e Abstdnde von Funktionen f, g € C°([a,b]) bzgl. |||l
oder || - |2 (Hilbert-Norm)

Definition 16.1 : X sei eine Menge; d: X x X — R heifst Metrik auf X falls gilt:

(i) d(x,y)=d (y,x) Symmetrie
(i) d(z,y)=0 <= z=y

(i) d (x,z) <d (z,y)+d (y,z) Dreiecksungleichung

Das Paar (X,d) heifit metrischer Raum, d (x,y) Abstand zwischen x und y.

Bemerkungen:

1) (iii) mit x =2 = 0 W d(z,z) <d(z,y)+d (y,z) 5 2d (z,y), also ’ d(z,y) >0 ‘

Sei AC X; da(z,y):=d (x,y) fir z,y € A = (A, d4) ist ein metrischer Raum.

2) (" Einschrankung”)

Beispiele:  (fiir metrische Rédume)

1) X := R, d(a,b) := |a—0b] (Absolutbetrag auf R)

66
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1/2
2) X =C, d(zw = [z-w = ((2’1 —wi1)? + (22 —w2)2> ;
falls 2z =2z +i29, w = wy + iwo
d1 = Euklidische Metrik

da(z,w) = |z1 —wi| + |22 — wa| ist ebenfalls eine Metrik.

merke:  ein metrischer Raum besteht immer aus Angabe von 2 Daten, der Tragermenge
X und der Abstandsfunktion d

0,z=y

3) wenig interessant: X beliebige Menge, d (x,y) := { Loty

Ubung:  priife die Axiome fiir 1), 2), 3)!

Viele metrische Rdume kommen in sehr spezieller Weise zustande.

Definition 16.2 :  (Normierte Vektorrdume)

Sei X ein K-Vektorraum, K =R oder C. || ] : X — R heifit Norm, falls

(i) |z]| =0 <= 2=0
(ii) ||cx|| = |e| - ||z||  (Homogenitdt)
(iit) [lz +yl <[zl + ]l

fir alle z,y € X, c€ K. Das Paar (X,||-||) heifst normierter Raum.

Es gilt: (X,| -||) normierter Raum = d (z,y):= ||z —y|
ist eine Metrik auf X (“ die von || - || induzierte Metrik”)

Beispiele: 1) Sei X :=R" . Man setzt fiir

n 1/p
pelo0) : |al, = (z |xi|p> und fiir
i=1
p =00 szl = max{]wi\ : izl,...,n}
“p — Norm auf R”

Behandlung: (R",||-||p) ist normierter Raum.
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Beweis: Fille p = 1,00 klar! (benutze A-Ungl. fiir |- | auf R). Sei p € (1,00), q := p%l
(also ]% + % =1).

Wir haben zu zeigen (A-Ungl.)
e tylly < llellp + vl 2y eRY,
alle anderen Eigenschaften sind klar. Es gilt fir i =1,...,n

lzi +uilP = |zi+wil - e+ ulP™ <zl - e + vl + il st =

n n n
Yol 4wl <X lwl - |z + owlPt X ] e 4+ owlP
=1 =1 =1

q

n n 1/ q 1/
Rechts wende man Holder’s Ungleichung Y~ |au| - |Bi] < (Z |ai|p> . (Z \Bi]q)
i=1 i=1 i=1

von p. 202 an —

= / = /
Iz ol < Ny (32l +l@D0) " il - (Sl + 3l @)
i=1

=1

Es ist

p-g=p,-=1--="—
q p p

also: s+ [lz+yls < o+l (el + lolly)

O.E. x+y # 0 , sonst ist * trivial, dann ist *x aber die Behauptung , wie man nach
Division durch |z + ||£/ 7 sieht. O
— Ubung: Wann gilt “ =" inx 7?7

Ein wichtiger Spezialfall ist

ol = (S a2)"

i=1

heif3t Euklidische Norm

p=2:

Die Euklidische Norm kommt vom
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Skalarprodukt: (x,y) = Y my; = |zl2 = /(z,z).
- i=1

Die Holder-Ungl. fiir Summen liest sich im Spezialfall p = ¢ = 2

(@,y)? < llzl3 - Iyl

Bemerkung: Da |-||2 als Norm auf R” sehr haufig betrachtet wird, schreibt man abkiirzend
|z| statt ||z]|2. (Also: |z|=4/> 0, x2)

2) Sei M beliebige Menge, setze

X = {f:M—HR‘ s]1\1/1p|f(:n)|<oo}

Dann gilt: ‘ Mit || f|lec :=sup|f(z)] ist (X, || - ||Oo> ein normierter V.R.
M

analog:  f: M =R, [|f[l, = sup 1f () lp
x
fiir ein p € [1,00]; betrachte

X, = {f: MR ], < oo}

3) X = C°([a,b]), [a,b] CR

/
17l = ([ 7@ dr) " 1< p< oo

ist eine Norm auf X, genannt Lebesgue-Norm.

Beweis: Holder Ungleichung fiir Integrale von p. 202 + Rechnung wie in 1) fiihrt auf die
Dreiecksungleichung, alle anderen Aussagen sind klar.

(beachte: || fllzr =0 = fb]f\pdwzo = [f=0)
a [fstetig O

Sei ab jetzt (X,d) ein metrischer Raum.

B,(a) = {a: €eX: d(z,a) < 7“} offene Kugel um a mit Radius r




Analysis I1 70

Definition 16.3 : Sei a€ X. U C X heifst Ungebung von a : <

de>0 : Bca)CU.

beachte:  B.(a) ist Umgebung von a fir jedes € >0  (“c- Umgebung”).

Bemerkung: In metr. Rdumen gilt das Trennungsaxiom von Hausdorff.

Zu x # y gibt es Umgebungen U(x),U(y) mit
U(x)NU(y) =0.

wihle U(.%') = Br/Z(x% U<y) = Br/Q(y) mit 7 = d(.%',y)

Definition 16.4 : (i) AC X heifit offen : <—

fir jedes x € A ist A Umgebung von x <=
VeeA Ir>0: B(z)CA
(ii)) B C X heifit abgeschlossen —: <=

X — B st offen.

Satz 16.1 : i) B.(a) ist offen ("offene Kugel” daher korrekt)
i)  0,X sind offen und abgeschlossen
i1i)  endliche Schritte offener Mengen sind offen

i)  {Ua}aca Familie offener Mengen — |J U, offen
acA
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Beweis: (i) =z € B.(a), e := r—d(z,a)

— B.(z) C B,(a)

(ii) 0 offen, da fir alle z € (). ..
X offen, da X Umg. jedes Punktes

Durch Komplementbildung folgen die anderen Aussagen.

(i), (iv) Ubung!

Bemerkung: 1) Fehlschlufi: “A € X nicht offen = A abgeschlossen”,

denn [0,1) C R, d(z,y) := |z — y| ist weder offen noch abgeschlossen.

2)  Offene Mengen in R":

peE[l,x), reR" =
) n 1/p
Jolloo = max {Jai| i = 1..on} < (S leil) " = Jall, <
=1
1/p
(nlel) " = w2 e ¥ xR

Daraus folgt fiir die jeweiligen offenen Kugeln BE(a) :

* B;;’nl/p(a) C BE(a) C BX(a)

Bye(0)

B{(0) —

—B1(0)
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beachte:  Bj, B*® sind nicht rund! B? entspricht dem iiblichen Bild.

Aus x folgt: Jede p — Norm auf R” liefert die selben offenen Mengen.
(“die Topologien sind gleich”)

(Nachfolgend wéhlen wir eine p-Norm)

Beispiele: 1) beliebige Durchschnitte offener Mengen sind i.a. nicht offen!

ﬁ (—1/n,1+1/n) = [0,1]

n=1

dual: beliebige Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind i.a. nicht abgeschlossen!

2) [a,b] C R abgeschlossen, (a,b) offen, [a,b],]a,b), (—o0,a], [b,00) abgeschlossen
weder noch
(a < b);

3)  Quader: Seien a; <b; fir i=1,...,n

Q = {ngRn : .’EiE(CLZ’,bi) furz=1,,n} offen
T

= {iL‘ ER™ : x; €la;, b)) firi=1,... ,n} abgeschlossen

Definition 16.5 : Sei AC X. x € X heifit Randpunkt von A &

fiir jede Umgebung U von x ist UNA # 0 # U N (X — A). (Jede Ungebung von x
enthalt sowohl Punkte aus A als auch aus X — A). 0A := Rand von A : = Menge
aller Randpunkte von A.

X —

N
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Satz 16.2 :

(i) A—0A offen
(ii) AUOA abgeschlossen
(iii) OA abgeschlossen.

Beweis: (i) Sei 1€ A—0A. = 1z kein Randpunkt von A

= Je>0 :B(r)NA=0 oder B(z)N(X—-A) =10
— —

entfallt, da ze4 dieser Fall tritt ein

= B.(z)CA *

Es gilt:  B.(z)NJdA=1

wire y € Be(r) N JA; so ist B:(xr) Umgebung des Randpunktes y; erhélt also per Def. auch
Punkte aus X — A, was * widerspricht!

Es folgt:  B.(x) C A— 0A, also (i).

(ii) Sei A* := X — A; Symmetrie der Def. = 04" = 0A
(i) = A"—0A" offen;

also: X — (A* — 8A*) = (X — A*) UJA* = AUOJA  abgeschlossen.

(iii) Es gilt
DA = (AuaA) _ (A—aA) —

X —-0A = (X - (AU 8A)) U (A - 8A> offen, also A abgeschlossen. O

offen offen

Bemerkung: Sei A C X. Man nennt:

A:=A—0A das Innere von A (offener Kern)
A

:=AUOJA den Abschlufl von A (abgeschlossene Hiille)
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Beispiele:

1) S"! :={x €R":|z| =1} (Einheitssphire) ist der Rand von {z € R" : |z| < 1}.
(| - | = Eukl. Norm)

2) A ={zeR": 0< |z| <1} =
A= {zeR": |z|<1}, A= {zeR": 0< |z| <1},
0A = {0jusnt

3) Ubung: berechne A, ;1, OA fir Quader der Form
A={{zeR": ag;<x; <bj, i=1,....,n}, a; <V

4) Ola,b] = {a,b}, [a,b]° = (a,b)
Normierte Vektorrdume sind spezielle metrische Raume (die Metrik kommt vor einer
Norm), metrische Rdume ihrerseits sind spezielle

Topologische Riaume:

Sei X eine Menge; T C P(X) heifit Topologie auf X falls

i) 0,XeT
i) UVeT = UnVeT

(ili) Uy € T,a € A (beliebig) = |J Un €T
acA

Das Paar (X,7T) heit top. Raum, die Elemente von 7 werden offene Mengen ge-
nannt. V C X heifit Umgebung von z falls es ein U € T gibt mit =z € U C V.
(X, T) heifit Hausdorff-Raum, falls es zu = # y disjunkte Umgebungen U(z), U(y)
gibt.

beachte: 1) metrische Rdume (X,d) ergeben Hausdorff-Raume

2)  nicht jeder top. Raum ist Hausdorff’sch (= Bspl. in den Ubungen)

3) also wird nicht jede Topologie von einer Metrik erzeugt!

Diskussion topologischer Rd&ume — Spezialvorlesungen  “Topologie”. U

Metrische Raume erlauben die Diskussion konvergenter Folgen.
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Definition 16.6 : Sei (X,d) metrischer Raum; eine Folge {xy} ist konvergent gegen

a € X: <= zu jeder Umgebung U von a gibt esein N € Nmitx, €¢ U Vn>N <

Ve>0 I NeN: d(zp,a) <e fir alle n> N ‘

Tn

Bemerkung: zeige wie frither, dass

a = lim z,,
n—oo

wenn existent, eindeutig bestimmt ist:  d(a,a’) < d(a,x,) + d(xy, ad’)

Satz 16.3 : Seien xy,a € R™. Dann gilt folgende Aquivalenz:
(i) ||zk — allp = 0, k — oo, fir ein p € [1,00]
(ii) -7 - firalle -7 -

(iii) Fiir jede Komponente i=1,...,n gilt

lim zj, = a’
k—o0

in R.
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Beweis: (i) < (ii) folgt aus

lzlloo < llzlp < 0P falle, 1 < p < oo

. 2 )
r, — a) ‘ — 0, also {w{€ — aJ} Nullfolge fiir
k—o0 keN

(i), (i) = (iii). Mit p=2 folgt 3.
=1

j=1...,n

(iii) = (ii) Wahle wieder p =2. Zu ¢ > 0 wahle fir j=1,...,n N; mit ‘xfc - aj‘ <
e Vk=>N;. Dann

|lzx —alla2 < Vn e Vk>max{Ny,...,N,},

also ||z — all2 — 0. O

Der Satz sagt insbesondere, dass komponentenweise Konvergenz und Konvergenz in
irgendeiner Norm gleichbedeutend sind.

Satz 16.4 : Sei (X,d) metrischer Raum. Dann gilt:
A C X abgeschlossen <—

Ist {zy} konvergente Folge mit Gliedern aus A, so ist klim xp € A.
—00

Beweis: “=—":

Wiére a¢ A, also a€ X — A, so gibt es € >0 mit
B.(a) C X — A,

da X — A offen. Fiir n > N, ist z, € B.(a), also z, ¢ A, Wspr.!
“ «=7”: Zuzeigen: X — A offen
falls nicht = 3 x € X — A mit B.(z)Z X — A furalle ¢, d.h. B(z)NA#0 Ve>0

wihle ¢ =1/k und dazu =z € By, (z)NA =
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d(zp,z) < 1/k— 0, also z = klim xp; {xr} ist Folge in A, nach Vor. folgt = € A, Wspr.!
— 00

O

Definition 16.7 : (X,d) sei metrischer Raum.

(i) {xx} heifit Cauchy-Folge in X <=
V e>0 I N mit d(xp,zy) <e firalen,m> N,
(Bem.: {xp} konvergent — {zr} C.F.)

(ii) (X,d) heifit vollstindig <=
jede Cauchy-Folge konvergiert

(iii) Vollstindig normierte Vektorrdume heiffen Banachrdume.

Bemerkungen:

1)

als Nebenergebnis von Satz 16.7 werden wir sehen:
(X, |- |l) normierter Raum, dim X < oo
= X vollstandig

fir dim X = oo gilt das nicht!

X = {f R — R‘ f stetig, 2m-periodisch }

27'(' 1/2
Nfllrz2 = (/ \f|2 da:) ist Norm auf X.

f:R—=R sei 2w-periodische Treppenfunktion & X

N .
SN(f) == > cne™™, ¢, = Fourier-Koeff. von [ = |¢,| < K/|n| mit K geeignet.
n=—N

Setze f(z) := % (f(:v+)+f(x—)> in Sprungstellen —
Satz 15.11, 12:  ||Sy (f) — fllz, — 0, Sn(f)(z) — f(x) Vz€R

gemdB ||Sn(f) = Su(F)llz < ISN(f) = fllrz + 190 (f) = fllrz st {SN(f)} Cauchy-
Folge in X.
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Es gibt aber kein f* € X mit ||Sy(f)—f*[|z2 — 0: fallsdoch = ||f*—f]l;2 =0

Sn(f*)=8Sn(f),dh. ¢ =c, VneZ
insbesondere gilt: |cf] < K/|n|

== Sn(f*) = Sn(f) — f* gleichméaBig,
15.12, f*stetig

also auch S, (f)(z) — f*(x) fir alle z und damit f(z)= f*(x) Wspr.!

Satz 16.5 : R" ist vollstindig bzgl. irgendeiner Norm || - ||, 1 < p < oc.

Beschrinkte Folgen , d.h. sup|lzgl, < oo fir ein (und damit fir alle) p,
k

haben konvergente Teilfolgen.

Beweis: komponentenweise Argumentation, Vollstdndigkeit von R, Bolzano-W.

Details — Ubung

Definition 16.8 :  Sei (X,d) metrischer Raum.

(i)  diam A =sup{d (z,y): z,y € A} Durchmesser von A

(i) A beschrinkt <= diam A < oco.

Bemerkungen: 1) diam B,(a) = 2r in normierten Rdumen.

2) A beschrénkt <= 3 R >X0 : A C Bg(a)
ac

Der folgende Satz verallgemeinert das Intervallschachtelungsprinzip auf vollstandige

metrische Raume.

78

—
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Satz 16.6 : Cantor’scher Durchschnittssatz

Sei (X, d) vollstindiger metrischer Raum, {Ay} eine Folge von Mengen mit

(i) Ap D Agi1, Ax # 0, Ar abgeschlossen
(ii) diam Ay — 0 bei k — oo.

Dann gibt es genau einen Punkt x, der in allen Ay liegt, d.h.

() Ak = {=}.

k=1

Beweis: Fiir jedes n wahle x,, € A,. m >n = x,, € A, und daher d (z,,,x,,) <
diam A,,, also {z,} Cauchy-Folge. Sei z = lim z,. Da A, abgeschlossen ist und z,, € Ag,n > k,
n—o0

folgt die Beh. O

Definition 16.9 : Sei X ein Vektorraum.

Zwei Normen || - ||, ||+ ||« auf X heiflen dquivalent : <=

Fa,6>0 o < |- < B
Bemerkungen: 1) (X,|-|) Banachraum <= (X,| - |«) Banachraum.
2)  Alle Normen |- ||p, 1 <p < oo, auf R” sind dquivalent.

Satz 16.7 : Je zwei beliebige Normen auf R™ sind dquivalent, d.h.

(R™,|| - ||) ist B-Raum bzgl. jeder Norm.

Beweis: Sei ||- || Norm auf R". ey,...,e, = Standardbasis,
n

also x =) xe;. Es folgt
i=1

J A—Ungl. n
" n
]| < Zl!fﬂil'lleill < max |z - > el
= - i=1

N——
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sodass |z]| < B [|z]co-

Annahme: * Va>0 FzeR" mit ||| > az|.

= VkeN Jzy mit |2k > k- |zl

sel  yp = xk/Ha:kHoo = ||yklloo =1 und

Il < 5

Yk 2
O.E. (Bolzano-W. fir y; und | - |leo, vel. 16.5) gelte [|yx — ylloo —> 0 fiir ein
y € R", ||ylloo = 1 (hier geht die umgekehrte Dreiecksung]. ’ |Ylloo — Hkaoo‘ < vk — ylloo
ein.)
Es folgt:  (gemdf |- || < G- [l-)

Iyl < ly—well + lwell < Blly—wmillo+7 — 0,
k—oo
also |y =0 <= y=0.

y =0 widerspricht |ly|]lcc =1, * ist falsch, d.h. F3a >0 mit || < af |- O
Ubung: zeige mit 16.7, dass im Falle dim X < co alle Normen aquivalent sind.

Bemerkung: dim X = oo = zwei Normen sind i.a. nicht dquivalent.

X:{f:[O,l]%]R‘fstetig },

[flloc := sup [|f],
(0,1]
1
I = [ 5@ e
Da glm. Limiten stetiger Funktionen stetig sind, folgt:

(X, |- |lo) ist B-Raum*

(X, ]| - 1) ist dagegen nicht vollstindig =
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| lloos I+ |1 kOnnen nicht dquivalent sein!

Dies sieht man auch an folgendem Beispiel:

/I\

1 —
% ——

0 1/n 2/n 1
fmeX mit |fullee =1,

Ifalls = 5 —0.

n—oo
— Ubung: zeige *; beweise:  (R([a,b]), |- llso) ist B-Raum.

Kompaktheit in metrischen Raumen

Definition 16.10 : Sei (X,d) metrischer Raum, A C X.

(i) Ein System (Un)acr heifit offene Uberdeckung von A, falls Uy, C X offen ist

mit AC U U,
ael

(ii) A heifst kompakt : <= aus jeder offenen Uberdeckung kann man eine
endliche Teiliiberdeckung wdhlen, d.h. es gibt

k
at,...,ap €I mit AC | Uy,
/=1

Bemerkungen: 1) Fir Teilmengen von R hatten wir eine abweichende Def., in Satz 12.2
haben wir gezeigt, dass “Uberdeckungskompaktheit” auch Kompaktheit von Mengen in R be-
schreibt.
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2) Die folgenden Beispiele lassen sich teilweise einfacher mit dem Satz von Heine-Borel 16.10

erledigen.

a) {x,} Folge in X, ILm zn, =2 — A={z,:neN}U{zx} kompakt.

Beweis:  {Ugy}aer offene Uberdeckung = Ja, el mit z € U,, da U,, offen

ist, folgt: x, €U,, Vn>N wihle a,...,0, €l mit z, €U,,

N
Dann: A C | U,,, d.h.es gibt endliche Teiliiberdeckung.
=0

b) X =R mit Standardmetrik, A := {1: n € N} ist nicht kompakt

Beweis: U, = (n%rl,oo) offen mit %GUn —

o
Ac|JUn.
n=1
Falls A kompakt = I ny,...,ny mit AC Uy, U...UU,,.

Sei O.E. ni<ng<...<mny ,sodass
Un, CUp,yi=1,...,¢.

Mithin:
AcU,,,

aber ﬁ €A und ¢U,, , Wspr.!

Vn<N

c¢) In den folgenden Beispielen versehen wir R™ mit einer beliebigen Norm. Da alle Nor-
men aquivalent sind, hdngen top. Begriffe nicht von der speziellen Wahl der Norm

ab.
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Kompakt sind die folgenden Mengen:

Quader: {zeR": a;<z;<b;,i=1,...,n}
mit a; <b; aus R
Kugeln: {ze€R": |z—al <r}, a€eR"r>0
Spharen: {z €R": |z—al =71}, a€eR"r>0
(Begriindung:  via Definition - umsténdlich, aber gute Ubung! - oder mit 16.10)

(X, d) metr. Raum, Aj,..., A, C X kompakt

3) Es gilt: n
= |J A; kompakt

=1
Man {iiberlege sich Gegenbeispiele fiir nicht-endliche Vereinigungen.

Satz 16.8 :  Sei A kompakt im metrischen Raum (X,d).
Dann ist A abgeschlosssen und beschrankt.

Beweis: Sei z € X beliebig = X = |J By(z) insbesondere A C |J By,(x), so dass

n=1 n=1

N
AcC | Bp(x), also AC By(z), d.h. diam A <2N.

n=1

Dies zeigt Beschranktheit von A. Nachzuweisen bleibt: X — A ist offen.

Sei O.E. X —A#0 und z € X — A. Man setzt

U, ::{ZGX: d(z,x)>%}

= U, istoffen und J U,=X—-{z}D A
n=1

N
— AcC U, = Uy firein N geeignet.

n=1

Es gilt
Byn() C X —Uy = {zeX; d(z,1) < 1/N} C XA

folglich gibt es in X — A eine Kugel um z, X — A ist also offen. U
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Satz 16.9 : Sei (X,d) metrischer Raum, A C X kompakt und
B C A abgeschlossen. Dann ist B ebenfalls kompakt.

Beweis: Sei BC |J Uy, U, C X offen. GeméB Vorraussetzung ist
acl

(X-B) U |JU.=XD4
acl

offene Uberdeckung von A , d.h.
(X-B) UU,U...UU,, D A D B.

Daraus folgt sofort U,, U...UU,, D B. O

Kompakte Teilmengen des R™ lassen sich nun in sehr einfacher Weise beschreiben:

Satz 16.10 : (Heine - Borel)

Sei A CR™.  Dann gilt:

A kompakt <= A beschrinkt und abgeschlossen

(hier R™ mit irgendeiner Norm.)

Der Satz von Heine - Borel ergibt sich aus der Folgencharakterisierung von Kompaktheit, die
wiederum in jedem metrischen Raum richtig ist.

Satz 16.11 : Sei (X,d) metrischer Raum und A C X. Dann gilt:

A kompakt <= jede Folge {x,} C A hat eine konvergente

Teilfolge mit Limes ebenfalls in A .

Bem.: Die Feststellung aus 16.11 war genau unsere frithere Definition kompakter Teilmengen
von R. Wir hétten also auch 16.11 als Definition fiir Kompaktheit in (X, d) nehmen konnen.
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Def. 16.9 (Uberdeckungskompaktheit) hat jedoch den Vorteil, dass man sie wortlich fiir allge-
meine topologische Rdume (Y,7) formulieren kann, und in allgemeinen top. Rdumen ist die
Beschreibung der Kompaktheit durch Folgen nicht mehr moglich.

Beweis von 16.10: ¢ = 7 1ist Satz 16.8

“ <= 7 Sei A beschriankt und abgeschlossen. Man wéhle {z,} C A und benutzt 16.5
(sowie die Tatsache, dass alle Normen &quivalent sind), um eine konvergente Teilfolge {z/,} zu
bekommen. Nach 16.4 gehort deren Limes zu A. Mithin ist A kompakt nach 16.11. (]

Bemerkung: Sei (X, - ||) ein normierter Raum. Dann kann man zeigen:

dimX < oo <= es gilt der Satz von Heine - Borel <=

{x eX: |z| < 1} ist kompakt

Die Kompaktheit abgeschlossener Kugeln charakterisiert genau die Raume endlicher Dimension.

Beweis von 16.11:

“="  Sei {x,} C A. Falls eine konvergente Teilfolge existiert, so gehort deren Limes wegen
der Abgeschlossenheit von A (16.8) ebenfalls zu A (16.4). Nehmen wir daher an:

{z,} hat keine konvergente T.F.

Daher gilt:  * { Zu jedem n € N existiert ein &, >0 mit xz,, € B., (z,) fir alle z,, # z, }

Andernfalls gibt es ein n, € N und zu jedem ¢ >0 ein x,, # x,, mit x,, € B:(z,,), woraus
man unschwer eine gegen x,, konvergente T.F. konstruiert.

Ebenso gibt es zu jedem = & {x,, : n € N} ein g, > 0 mit

T & Be,(x) ¥V n.

Dann folgt: A cC | Be,(zn) U U B, (z), also kommt man mit einer endlichen
n=1 z€A—{xm: meN}

T.U. aus.

Speziell folgt (da B, (z) fir x € A— {z, : m € N} kein Folgenglied enhélt):

N
{m: meN} C U B, (x4).

n=1
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GemaB x folgt: # {xn, : m € N} <N, die Folge nimmt nur endlich viele Werte an, hat also
eine konvergente T.F., Wspr.!

“c—"  Annahme 3 offene Uberdeckung (Ua)aer von A ohne endliche T.U.

Hilfsaussage: Unter den Vor. von ¢ <= 7 gibt es zu jedem r >0
endlich viele Punkte z1,...,z, € A mit
n
AC U BT(ZEl)
i=1

Waire die Hilfsaussage falsch, so konnte man ein » > 0 finden, so dass fiir keine endliche
Teilmenge 2 von A

Ac | Bi(x)

z€Q

gilt.

Sei dann 27 € A beliebig. Da A — B,(x1) # 0 gilt, gibt es darin ein z9, 3 wihlt man in
A — (By(z1) U By(22)), @1 in A—J"; Br(z;) usw. Esfolgt d(z;,x;) >r fiiralle i # j,
so dass {z;} keine konvergente Teilfolge haben kann.

Fiir jedes n € N wéhlt man nach der Hilfsaussage eine endliche Teilmenge €2, von A mit

A C U Bij(x). Sei n € N. Wird jede Kugel By/,(x), © € €y, von endlich vielen U,
zEQ,
iiberdeckt, so hiatte man einen Widerspruch zur Annahme. Also gibt es mindestens eine Kugel

Bin(7n), Tn € Qy, die nicht von endlich vielen U, iiberdeckt wird.

Nach Voraussetzung fiir “ <= ” hat {z,} eine in A konvergente Teilfolge, O.E. gelte bereits
T, — ¢ € A. Geméf

Ac |,

acl

ist x € Uy, fiir ein o, € I. Sei r > 0 mit
B,(z) C Uy, (offen!)

Fiir n > 1 ist sicher d(xy,2) < r/2, und verlangt man noch % < 5, 80 solgt By/p(zn) C Ua,-
Also ist By, (zy,) sogar in einer Menge aus der Uberdeckung enthalten! Widerspruch zur Wahl
von B/ (2n). O
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Wir haben gesehen, dass metrische Raume in natiirlicher Weise dazu geeignet sind, Konzepte
wie Grenzwerte von Folgen, Kompaktheit von Mengen, etc., allgemein zu fassen und dadurch
viele neue Anwendungen zu 6ffnen. Das Gleiche gilt fiir

Stetigkeit von Funktionen

Definition 16.11 :  (Folgenstetigkeit)

Seien X,Y metrische Ridume, f:X —Y heifst stetig in a € X, falls
lim f(z,) = f(a) gilt fir jede Folge {x,} in X mit x,, — a.

n—oo

f heif$t stetig auf X, falls f in jedem Punkt a € X stetig ist.

Bemerkung: strenggenommen mufl man sagen “stetig bzgl. der Metriken auf X,Y”

Satz 16.12 :  (alternative Beschreibung von Stetigkeit in a € X )

Seien (X,d1), (Y,d2) metrische Riume, f : X — Y und a € X. Dann sind
aquivalent:

(i) f stetigin a
(ii) zu jedem e > 0 gibt es ein § > 0 mit f(Bs(a)) C Be(f(a)) (also
da (f(x), f(a)) <e falls d(x,a) <9)

(iii) zu jeder Umgebung V won f(a) in Y gibt es eine Umgebung U wvon a in
X mit f(U)CV.

Beweis: — Ubung

Bemerkungen:

1)  Sei f : R™ — R stetig. Fiir jede Wahl von j € {1,...,n} und Zahlen a;, € R, k # j, sind
die partiellen Abbildungen

gi Rt f(aq,...,a5-1,t,a41...,0ap)
stetige Funktionen auf R.
Beweis: Seit, € R = f stetigin (a1...ts...a,) ; da fiir jede Folge {t;} mit tx — o
offenbar

(a1...tg...an) —> (a1...to...an)
k—o0
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in R™ gilt, folgt f (a1...tg...an) — f(a1...to...an).
k—oo U

Man sagt:  Stetigkeit impliziert partielle Stetigkeit .

Die Umkehrung ist falsch:

2xy
2 +y2 9

f($7y) =

i) f unstetig in (0,0): esist f(z,z)= ngwg =1
fir x # 0, also 1in}J f(z, ) # £(0,0)
x>

i) y fest ; g Rz — f(x,y) ist stetig

Falll: y=0 = g¢=0

Fall 2: y#0 = g(2)=-—2%, — 0=g(0)

T 1,2
z +ya:—>0

Also g stetig in x = 0, Stetigkeit auf R — {0} Kklar!

iii) x fest; aus Symmetriegriinden wie ii).

2) Mit Satz 16.3 und der Def. zeigt man:

f:(X,d) — R" stetig (ina) <= jede Komponente f:(X,d) — R stetig (in a)

3) Seien (X,d;), (Y,ds) metrische Rdume, f : X — Y seistetig. Dann ist fiir jede Teilmenge
A von X die Einschrankung f|4 stetige Abbildung von (A, d;) nach (Y,ds).

4) Beispiel:
X = C°(a,b]), d(f,9) = ||f —9gll0 (Banachraum)
F:X—X, F(f)(x) = / f@)dt, a<xz<b
Esgilt:  ||F(f)llo0 < (b—a)|/f|loos so dass F' stetig bzgl. der Metrik d ist.

—  Ubung: zeige Stetigkeit von G' mit G (f)(z) = / fR(t) dt fiir ein k € N.
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Satz 16.13 : Seien X,Y metrische Raume, [ : X — Y. Dann sind dquivalent:

(i) f stetig
(ii) Urbilder offener (abgeschlossener) Mengen in'Y sind offen in X.

Bemerkung: fiir “Bilder” gilt das natiirlich nicht, man wahle f = const !

Beweis: “(i) = (ii)” sei V C Y offen, U := f~1Y(V) und a € U. Da V offen ist,
gibt es € > 0 mit B.(f(a)) C V. Dazu berechnet man ¢ > 0 mit f (Bs(a)) C B:(f(a)).
f(Bs(a)) €V heifit aber Bgs(a) C f~1(V), also gibt es in U eine Kugel Bj(a).

“(ii) = (1)” Sei e > 0 gegeben; dann ist f~! (B.(f(a)) =: U offen in X nach (i) mit
a € U, folglich gibt es ein § >0 mit Bs(a) C U, also f(Bs(a)) C B:(f(a)), Behauptung folgt
aus 16.12 (ii). O

Bemerkung;: 16.13 (ii) kann man als Def. der Stetigkeit von Abbildungen zwischen

topologischen Rdumen nehmen .

Satz 16.14 :  (Rechenregeln)

Seien X,Y,Z metrische Raume, V ein normierter Raum.

(i) f,g: X =V stetig = f+g,\f:X =V stetig

(ii)) V=R, -7- = f.g stetig,
und auch f/g, falls g(x) #0 fir z€ X

(iii) f: X =Y, g:Y = Z stetig = gof: x— Z stetig

Beweis: (i), (ii) wie frither z.B. mit Folgen
(iii) V CZ offen = g }(V) offenin ¥ = f~1(g71(V)) offen in X

Esist f1(g (V) = (go f)~1(V) . =
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Beispiele:

1) X =R"

Polynome in n Verandelichen: I :=N7 ; setze

¢ =2t g firael, x € R”

Seien fir a« € I a, € R gegeben mit a, # 0 fiir hochstens endlich viele a.
f:R" =R, f(z) := > agx®, heifit Polynom in n Variablen.
acl
Da z+—xp, k=1,...,n ,auf R" stetig ist, folgt mit den Rechenregeln Stetigkeit von

f.

Rationale Funktionen aufR", also Quotienten f(x)/g(x), sind dort stetig (und definiert),
wo g (z) #0 ist.

2) Seien f,g:(X,d) - R" stetig; dann ist (f,g) : X - R (Skalarprodukt) stetig

3) Sei (X,| - ||) normierter Raum. Dann ist die Norm |- | : X — R stetig,

denn |[lal] = flall| < =~ al -

Definition 16.12 :  Seien (X,d1),(Y,d2) metrische Riume und f:X —Y.

f heifst Lipschitz - stetig auf X <=

Jec>0: do (f(x),f(y)) < c-dy(z,y) far
allex, y € X .

inf{c>0:...} heifit optimale Lipschitz Konstante, Lip (f).

Beispiele:
0) f Lipschitz = f stetig
1) (X,]|-]]) normiert == ||-||: X — R Lipschitz mit Lip (|| - ||) =1

2) “der Abstand zu einer Menge ist Lipschitz”

Sei X,d) metrischer Raum, ) # M C X und

p(x) := dist(x, M) :=inf {d(z,m): m e M}.
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Dann ist p Lipschitz auf X, Lip (p) <1 .
Beweis: Seien z,y € X. Wahle m,m € M mit d(z,m) <p(z)+e, d(y,m)<p(y)+e.

Dann ist
py) < d(y,m) < d(y,z) + d(z,m) <

d(z,y) + p(x) + ¢ =

ply) — p(x) < dlx,y) + ¢

und analog p(z) — p(y) < d(y,z) + €

lp(z) — p(y)] < d(z,y) + ¢ = Beh.,dae > 0 beliebig.

Satz 16.15 : Seien X,Y normierte Riume, f : X — Y sei linear.

Dann gilt die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) f stetig
(i) f stetig in 0
(iii) f ist Lipschitz

Bemerkungen:

1) dimX =00 == 3 unstetige lineare Abbildungen = (Bspl.. X = C([0,1]), V¥ =
C°([0,1]) jeweils mit ||[|co, A(f) := f" fur fu(x) :=2" || fulloo = 1, ||Afnllcc = n — 00)

2) zeige — Ubung: jede lineare Abbildung A : R™ — R™ ist stetig
3) Im Fall dim X = co, Y = R, kann man unstetige lin. Abb. mit dem Auswahlaxiom finden.
Beweis von 16.5: (i) = (ii) klar

(i) = (iii) Zu € >0 gibtes § >0 mit

If@l <e, llzf <0
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Sei z#0. Dannist ¢-z/|z| =:x ein Vektor mit Lénge ¢ =

If Gz/lz)l <& <= f(2)] < % 121l

und dies gilt auch fir z=0. Sind w,w € X, so folgt
€
£ = f@)l = f@=w)] < Slu=ul,

also Lipschitz-Stetigkeit.

(i) = (1)  Klar! O

Beispiel fiir Lipschitz-Stetigkeit

X =0 ([a,0]), [ | = [+ lloo

¢ :R— R Lipschitz ; A : X — X wird definiert durch A(f)(z) := [ o(f(t)) dt
Dann gilt: Lip (A) < Lip (¢).

Notation: X,Y normierte Rdume, A: X — Y linear und stetig

[All = sup [[A(z)]] = sup [A(z)]
=<1 llzll=1

heifit Operatornorm von A. Es gilt: ||A|| = Lip (A).

Wie im Reellen definiert man

Definition 16.13 :  (gleichmdjige Stetigkeit)

Seien (X, dy1), (Y, d2) metrische Raume, f : X — Y heifit glm. stetig (bzgl. d1,d2)

i< zujedem £ >0 gibtesein § >0 mit do(f(x), f(y)) <e firalle z,y e X
mit dy (z,y) < 9.

Bemerkungen: 1) § héngt nicht vom Punkt ab, nur von € und f.
2)  f Lipschitz auf X = f glm. stetig  (J = ¢/Lip(f))

Satz 16.16 : Scien X,Y metrische Riume, X kompakt und

f X =Y stetig. Dann ist f gleichmdfig stetig.
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Bemerkung: Wir kennen die reelle Version 9.15, den dort gefithrten Beweis kann man wortlich
iibernehmen, wenn man den Absolutbetrag |- | durch die jeweilige Metrik ersetzt. Wir geben
einen anderen Beweis, der die Definition der Uberdeckungskompaktheit starker berticksichtigt.

Beweis von 16.16: ¢ > 0 gegeben; zu jedem z € X wahle 0, >0 mit da (f(2), f(x)) >
€/2 Vze Bs,(r) (Stetigkeit an jeder Stelle ) offenbar:

rzeX 2 " X kompakt
n
X = UBiy, () *
j=1 * Y
fiir gewisse Punkte z1,...,z, € X. Sei ¢ := 5 -min{dy,,...,0,}-

Seien dann z,Z € X mit dyi(x,Z) < 0. Nach x ist z € B% 5, (r;) fiirein j, die Wahl von 4 liefert
J
€ By, (2). Damit gilis dy (f(2). f(2)) < d (@), f(x)) + o (Fla). F3) < 5+5 = =

was zu beweisen war. O

Satz 16.17 : Sei f : X — Y stetige Abb. zwischen den metr. Riumen X und Y.

Dann sind Bilder kompakter Mengen K C X kompakt in'Y .

Beweis: 1) Variante — mit Folgenkompaktheit, vgl. An.lL
2) Variante:  Sei K C X kpt und (Vi)aer offene Uberdeckung von f(K) in Y. Dann ist
(f~1(Va))aer offene Uberdeckung von K in X, also fiir gewisse as, ..., ap,

KclJra) = £ < F(Ur've) ¢ Uvan
=1 i=1 =1

KOROLLAR: (Satz v. Max. u. Min.):

Sei X kompakter metr. Raum und f : X — R stetig. Dann nimmt f Max. und
Min. an, d.h. es gibt z1,29 € X mit f(z1) < f(z) < f(zz) firalle z € X.

Es gilt also:  f(z2) = sup{f(x): =z € X},

f(z1) = inf {f(z): z € X}.

Insbesondere ist f beschrankt.
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Beweis:  f(X) ist kompakte Teilmenge von R, hat also ein Maximum und ein Minimum. [

Anwendung: Sei X ein metrischer Raum, A C X abgeschlossen
* und K kompakt in X. Gilt AN K = (), so folgt
dist (A, K) > 0.
///—\\
/
//
\
\\ A
N\
hierbei: dist (M,N) := inf {d(m,n): me M, ne N}

(Abstand von M und N)

Beweis von *: Die Abbildung ¢ : x + dist (x,A) ist (Lipschitz) stetig, da K kompakt
ist, gibt es z, € K mit

w(xo) = i?{fgp = dist (4, K)

Da ANK =0 und z, ¢ A ist, gibtes € >0 mit B. (z,)NA=0. Esfolgt dist (z,,A) > ¢,
also p(zo) > e > 0. O

Bemerkungen:

1) anderer Beweis: nehme dist (4, K) =0 an und argumentiere mit Folgen.

2) dist (M, N) ist keine Metrik auf P(X), denn aus M C N folgt dist (M, N) =0, so dass
man umgekehrt aus dem Verschwinden von dist (M, N) nicht M = N ablesen kann.

3) | A, B nur abgeschlossen, A N B =) 7&) dist (A,B) > 0|
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A = z-Achse, B = Graphvon 1/z, x >0
(B = {(z,1/z): = >0} ist abgeschlossen in R? ! )

Zum Abschlufl befassen wir uns mit

Satz 16.18 :  (Stetigkeit der Umkehrfunktion)

Seien X,Y metrische Rdume, [ X = Y stetig und injektiv.
Ist X kompakt, so ist f~1 stetige Abbildung zwischen dem metrischen Raum f(X)
und X.

Beweis: Sei Z = f(X); Z ist kompakt als Bild des kompakten Raumes X. Sei A C X
abgeschlossen.
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Setzen wir g := f~!,

so ist zu zeigen:
g~ 1(A) abgeschlossen im metr. Raum f(X).
Dann folgt die Stetigkeit von g mit Satz 16.13.

Es ist
g ' (A) = f(A) kompakt inY,

da A C X abgeschlossen (und somit kompakt) und f stetig. Speziell ist f(A) abgeschlossen in
Y und dann natiirlich auch im metr. Raum f(X). O

Definition 16.14 : Seien X,Y metr. Riume und f: X — Y stetig und bijektiv. Ist

f~1: Y = X auch stetig, so nennt man f einen Homdomorphismus und sagt:

X und Y sind hom6omorph.

Beispiele:
i) X kompakt, f: X — Y stetig und injektiv. = X und f(X) sind hom6omorph
X={zeR": [g|]<1}, Y =R"

ii) f: X=Y, fz)= % x, ist Homoomorphismus,

— ]

LY = X, f71R) = e
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Wie kann man metrische Réume wie [0,1] und etwa [—1,0] U [1,2] unterscheiden?
Dazu dient der Begriff des Zusammenhangs.

Definition 16.15 : Sei X ein metrischer Raum.

(i) Ein Weg in X ist eine stetige Abbildung v : [a,b] — X
(a, b € R, a <b). v(a) bzw. v(b) heifit Anfangs- bzw. Endpunkt von v, -~
heifst geschlossen, falls v (a) = v (b).

(ii) Der Raum X heifst wegzusammenhdngend, falls es zu beliebigen x,y € X einen
Weg von x nach y gibt.

Bemerkungen: 1) [0,1] ist wegzusammenhéangend, [—1,0]U[1,z] dagegen nicht.
2) Bei “Wegen” oder Kurven denkt man an “schéne” Bilder wie etwa

oder

Das muf} aber nicht so sein:

— Ubung: Es gibt stetige Kurven ~: [0,1] — R? mit
v ([0,1]) = [0,1]?

Solche flichenfiillenden Kurven heiflen Peano - Kurven.

Satz 16.19 : Sei f: X =Y stetige Abbildung zwischen den metrischen Raumen X
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und Y. Ist AC X wegzusammenhi'g%ngend, so auch f(A).

Beweis: Seien f(a),f(b) € f(A),a, b € A. Dann gibt es v : [0,1] - A mit ~(0) =
a,y(1)=0b, ¥ := fo~ ist dann Wegin f(A) von f(a) nach f(b). O

—» Ubung: A C R wegzusammenhiingend <= A Intervall.

Satz 16.20 : S' = {2 €R? . |z| =1} st nicht homdomorph zu einem Intervall C R.

Beweis:  (indirket) Sei I C R Intervall und f : I — S! Homdomorphismus. Sei el
beliebig, P = f(x,) und fo: I —{z.} — S' —{P}

dann:  f, ist Homdom. , S' — { P} wegzshgd.

= [ —{z,} wegzsshgd.
16.19

Aber (da z, innerer Punkt) : I — {x,} = I1 U Is mit zwei Intervallen Iy, Is, wobei Iy N Iy = 0,
also I — {z,} nicht wegzshgd. O

Mit einem analogen Argument zeigt man:

f:[0,1] = [0,1]? stetig und surjektiv == f nicht injektiv

fiir weitere Informationen:
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H. Schubert, Topologie Teubner Verlag
F. Hirzebruch - W. Schadau, Einfithrung in die Funktionalanalysis BI

Wir werden jetzt wieder konkreter und betrachten noch kurz Konvexe Mengen in R™:

Definition 16.16 : M C R" konver <= mit x,y

gehort auch die Strecke von x nach y zu M

nicht konvex!

Bemerkungen:

1) in Formeln sagt die Def.: tx+ (1 —t)ye M firalle0 <t <1, z,y € M.

L
2) Dies ist dquivalent zu (warum?) ) tjz; € M firalle LeN, zq,..., zp € M,
j=1
L
0<t; <1, 3 tj=
j=1

3) Es gilt: M,, a € I, konvex in R" = (| M, konvex. Uber Vereinigungen kann man
acl
natiirlich nichts sagen.

4) Konvexitat hat nichts mit irgendeiner Metrik oder Norm zu tun.

Beispiele:

(i) (affine) Unterrdume sind konvex

(ii) Halbraume H ={z € R": (a,z) <c¢} mit a € R", ¢ € R sind konvex
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(iii) || - || beliebige Norm == Bpg(a) und Bg (a) konvex.
(Seien etwa z,y € Br(a) und 0<t<1 = |[[(1-tz+ty—al =
1A= —a) + ty—a)l < A-t)z—al + t-lly—al < (A-R + IR =

R — (1-t)a+tye Br(a).)

Definition 16.17 : Sei K CR™ konver. f: K — R ist eine konvexe Funktion, falls

F(=te+ty) < (1= 0f @) +1f )
fur alle x,ye K, 0 <t<1.

Bemerkungen:

1) streng konvex, konkav .......

L L
2) f konvex <~ f(Z:IthZ) < ;tzf(wl) ......

3) fkonvex <= {zxe€K: f(zr)<c} konvex fiir jedes c.

— Ubung: Beweis von
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Satz 16.21 : Sei G CR” konvez und offen. Ist f: G — R konvex, so auch stetig.



§17

Differenzierbare Kurven

Unter einer Kurve in R” verstehen wir zunéchst einen Weg v : [a,b] — R, also eine stetige
Abbildung [a,b] — R".

Beispiele:

(1) a: [0,27] = R%, a(t) = e, beschrinkt die 1 - Kreislinie im math. positiven Sinn

(2) fiir k€ Z— {0} sei ay :[0,27] — R2, a(t) = e**. Auch hier: Bild a; = S!

Achtung: man mufl unterscheiden zwischen einer Kurve als Abbildung und der Punktmenge,
die man als Bild dieser Abbildung bekommt! Wir verstehen unter “Kurve” die Abbildung
(Parametrisierung) und nicht die zugehorige Punktmenge, deshalb sind o und ay (k # 1) ver-
schiedene Kurven oder verschiedene Parametrisierungen derselben Punktmenge.

(3) Graphenkurven: f: [a,b] — R stetig = ~: [a,b] = R, v(t) = (¢, f(t)) zugehorige
Graphenkurve

102
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(4) Schraubenlinie: 7 >0, ¢#0, v:R — R3, v (t) = (r cost,r -sin t, ct)

ct

Vorstellung: ¢t = Zeit, v (t) € R™ Ort zur Zeit t , v beschreibt eine Bahnkurve.

Definition 17.1 :  (differenzierbare Kurven)

Sei I C R ein Intervall, v: I — R"™ eine Kurve. ~ heifit (stetig) differenzierbar

:<= alle Konponentenfunktionen ~i,...,7v,: I — R sind (stetig) differenzierbar.

' (t) == (’yi (1), ... ,'y;l(t)) : Tangentenvektor von v zum Parameterwert t.

— ﬁbung: e € R" ist genau dann Tangentenvektor an v zur Zeit, wenn

|} (e r0) e =

fiir irgendeine Norm || - || auf R™ ist.
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Also: 7/ (t) = Grenzlage von Sekantensteigungen

Physikalische Vorstellung: 4/ (t) = Geschwindigkeitsvektor.

Bemerkungen und Beispiele:

1) Doppelpunkte: =z € Bild (v) heifit Doppelpunkt, wenn z mindestens 2 mal durchfahren
wird, d.h.

E]tl #tg mit :c:'y(tl) :")/(tQ);

~ doppelpunktfrei <= die Parametrisierung ~ ist injektiv.
Fiir v: [0,27] — R?, v (t) = e, k € Z — {1} sind alle Punkte € S Doppelpunkte,

fiir k = 0 ist v konstant.

2) i) y@)=(¢t f(t) mit f: I — R differenzierbar —
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V() =1, F®), (@) =v1+f(#)? (Eukl. Norm)

i) y(t) =™, () =ke™ = |y (1) =1k|
D.h.: je groBer |k| wird, um so schneller durchlduft man S*.

3) Die Neil’sche Parabel zeigt:

‘ C'! - Kurven ~ kénnen Spitzen haben, verlaufen also i.a. nicht glatt.

v (t) == (t%,17)
v(R) = {(x,y) eR2: 2>0,y ==+ x3/2}

Es gilt

' (0) = (0,0), d.h. in der Spitze verschwindet der Geschwindigkeitsvektor.
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Definition 17.2 :  Sei v: I — R® C' - Kurve. ~ heifit requlér, falls v (t) # 0 fiir alle
tel.

Sind 71,72 regulire Kurven mit der Eigenschaft
Bild (1) N Bild (72) # 0,

so kann man in jedem gemeinsamen Punkt z den Schnittwinkel definieren:

Y5 (t2)

V2

Sei & =1(t1) = v2(t2); Schnittwinkel ¥ = Winkel zwischen den Vektoren ~ (t1), 4 (t2).

_ () 5 (t2) _
cos ¥ = < |3i (ti)l’ |3Z (tz)\ > , (-,-) = Eukl. Skalarprodukt. O

Ein wichtiger Begriff ist die Lange von Kurven.

Definition 17.3 :  v:[a,b] — R™ sei stetige Kurve. Ist Z ={a =1, <t <...<t, =>b}

irgendeine Zerlegung von [a,b], so heifst
L(Z) = |v(t) =7 (tr-1)|
k=1

die Lange des zu Z und ~y gehdrenden Streckenzugs gemessen bzgl. der Norm || - ||.
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v heifit rektifizierbar mit Linge L >0  (gemessen bzgl. || - ||)

<= zujedem >0 gibtes § >0 mit |L(Z)— L(Z)| <e fir alle Zerleqgungen
Z mit Feinheit < 6.

Bemerkungen:

1) Z' feiner als 7 — L(Z) < L(Z)

Daraus folgt: 7 rektifizierbar < sup{L(Z): Z Zerlegung von [a,b]} < co.
In diesem Fall ist die Lénge von v = sup{L(Z): ...}.

2) An dieser Beschreibung der Rektifizierbarkeit erkennt man auch:

Rektifizierbarkeit von + ist unabhéngig von der speziellen Norm, nur die Lange héngt

(natiirlich) davon ab, wie man R™ normiert.

3) Offenbar gilt:  (— Ubung)

v [a,b] = R" rektifizierbar <= ~1,...,7, € BV ([a,?]).

Satz 17.1 :  Sei v: [a,b] = R™ stetig diff 'bar, || - || eine Norm auf R™.

Dann gilt fir die Linge L von ~y bzgl. || - ||

b
L= / I/ @) dt.



Analysis I1 108

Fir die Fuklidische Metrik folgt speziell

r- (Serwr) a

=1

C' - Kurven sind deshalb rektifizierbar.

Wir zeigen zuerst ein

LEMMA: Sei v : [a,b] - R® C' - Kurve. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein
0 >0 mit

H T =alt) NV (t)| < e i=1,2

t1 — 19

fur alle t¢1,t5 € [(l, b] ,0< |t1 —t2| < 4.

Beweis: n=1
Sei € >0 gegeben. 7/ ist glm. stetig auf dem Kompaktum [a,b], also 3§ > 0 mit

(1) 7' () =7 ()l <e V[t—s| <.

Seien ty,t9 € [a,b], 0 < |t; — ta] <. MWS  es gibt s zwischen ¢; und to mit

1
t1 — 1t

(V(tl)—’Y(b)) = 7 (s).

Also:

e (v () =y (t2) = (1) 7 (s) = () e

<
(1)
denn |t; —s| < [t —t2| < 6. Das ist die Beh. fiir n = 1.

n>1: Esgibtein ¢ >0 mit |z|] < c-max{|z;|: j=1,...,n} firalle 2 € R". Daraus folgt

|

c-max {| iy (7 (1) =7 (82)) =7 (0)] G = 1, om}

tlitQ ('Y (t1) — (t2)) — v ()

] <

Auf ~; kann man den ersten Beweisteil anwenden. O
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Beweis v. Satz 17.1:  Sei € > 0 gegeben; nach Satz 12.7 (Approximation des Integrals durch
Riemann’sche Summen) existiert dazu ¢ > 0 mit:

b k
W | [ @l - el G-t | < -
a i=1

fiir jede Zerlegung Z = {a=1t, < ... <ty = b} der Feinheit <.

Nach dem Lemma gibt es 6* (0.E. <4) mit

@ |2 () -vE) -y | < 5

fir jede Zerlegung {t, < ... < ty} mit Feinheit < §*. Ist nun {tc < ... < t;} beliebige
Zerlegung Z mit Feinheit < d,, so folgt:

@) - @l | <

3 Iyt = ()l = 3 1 @l (6~ i) |

=1
| S @l = i) = 2 @ e | <
=t (1)
€+ i ti—llfi,1 (7 (t:) — (Eﬂ)) — 7 ()| (i —ti1) <
=1 @)

Daraus folgt die Behauptung.

Beispiele:  (immer bzgl. der Euklidischen Norm)

(1) y(t) =€, 0<t<2r Linge = f027r lie| dt =27 (Umfang des 1-Kreises)

e (t) =€, 0<t<2m, k€Z Linge v, = f027r ki e™t| dt = |k| - 27

(2) f:[a,b] — R C'! - Kurve, y(t):=(t, f(t) = L(y) = f; V14 f1(t)? dt
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Variationsprobleme: finde unter allen f mit f (a), f (b) fixiert diejenige Funktion, fir die
L (y) minimal wird.

Losung:  Gerade

(3) Schraubenlinie: 7 : [a,b] — R3, ~(t) = (rcost,rsint,c-t) mit r >0, ¢ # 0,
v (t) = (—rsint,rcost,c) = [y (t)| = Vr?2+ 2, also L(y) = f; V2 4+ ctdt =
V242 (b—a).

(4) Elliptische Integrale:

fir a,b > 0 beschreibt ~ : [0,27] — RZ% y(t) = (acost,bsint) eine Ellipse mit
Halbachsen a,b.




Analysis I1 111

v (t) = (—asint,beost), |V (t)] = Va2sin?t + b2 sin?t =

2m
L(y) = . Va2 -sin®t + b2 sin®t dt

148t sich nicht elementar ausrechnen (via Stammfunktion).

Definition 17.4 : Ist v: 1 — R" eine Kurve so heifit die Punktmenge

Bild (v) = {y(t)eR"| te I} die Spur von ~.

Beispiel:  ; : [0,27] — R2, . (t) = e*, k € Z— {0} hat Spur S*, d.h. die -y, sind verschiedene
Parametrisierungen derselben Punktmenge.

Definition 17.5 :  (Parameterwechsel)

i) Seien I,J Intervalle ¢ R. ¢ € CFI,J), k € N,, heift CF -
Parametertransformation, wenn o : I — J bijektiv mit o=+ € C*(J, I).

o orientierungstreu < o streng wachsend

o orientierungsumkehrend <= o streng fallend.

ii) Ist ~v:J — R" eine Kurve und o eine Parametertransformation I — J, so
heifst die neue Kurve (:1 — R", §:= o0, Unparametrisierung von .

Bemerkungen:
1) Spur () = Spur (y00)
2) o Ck-Parametertransf., k> 1; dann o # 0 und:

o orientierungstreu <= 0o’ (t) > 0 iiberall

o orientierungsumkehrend <= ¢’ (t) < 0 tiberall.

3) v regulire Kurve, o C*- Parametertransf., k > 1 = v o o regulire Kurve.
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Fiir die Lange gilt bei Umparametrisierung L(y) = L(y o o), d.h. L(-) ist invariant
gegen Parameterwechsel.
v [a,b] — R™ sei Cl-Kurve, also L(y) = f: v @) dt. o :
Cl-Parametertransformation, 3 := v o o hat Linge L(3) = fcd H%(v o o)l dt

S (o) - 10’ (1)) dt.

Sei o orientierungsumkehrend —- (a(c) =b, 0(d) =a und )

L(B) = — [T o'(t) | (o(t))]| dt —o(t)

— JE W (Olldr = 2V (7)] dr = L(3).

Fiir Tangentenvektoren gilt die Umrechnungsformel

B(t) = o'(t) y(ea(t)),
d.h. es ist nicht 3'(t) = +/'(co(t)).

Umparametrisierung nach der Bogenlange:

v : [a,b] = R" sei regulire C'-Kurve mit Linge L.

Man setzt: o:la,b] — [0,L],

¢
o) = [ I @) ds
a
— ¢ ist CO'-Parametrisierung mit
o) = W ®I>0

—> o orientierungserhaltend

Man nennt:

g:[0,L] — R™,

B = oo !

die Umparametrisierung von ~ nach der Bogenlange. Es gilt:

8 (s) ! 7O =07,

@
dh. |8 = 1.

— Ubung: 1) fiir ebene Kurven definiere Kriimmungen, - vektor, - kreis

und rechne Beispiele.
2) L(y) fiir gewisse

[c,d] — [a,b]
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Gewohnliche Differentialgleichungen

Eine gewohnliche Differentialgleichung der Ordnung k > 1 hat die Form
) F(ey@) @), yP@) =0

mit gegebener Funktion F : I x RF*! — R, hierbei bezeichnet I C R ein offenes Intervall.
Es handelt sich also um eine Relation zwischen z, y(z), 3/ (z), . ..,y®) (z) auf I.

gesucht : eine k-mal diff’bare Funktion y : I — R, so dass (x) gilt fiir alle x € I.

Beispiele :

(i) y(z) = e® erfiillt y/(z) = y(x), d.h. mit F(z,a, ) := 8 — « gilt: F(w,y(m),y’(w)) =0.
(ii) Die Funktion y(x) = sinz, bzw. y(z) = coszx erfiillen " (z) = —y(x) auf R
hier: F(z,u,v,w) :=w+u = F(az,y(m), y'(x), y”(x)) =0.

In diesen Beispielen héingt I’ nicht von x ab — autonome Differentialgleichung.

Bemerkungen :

1) Sind F = (FY,...,F™), y= (y',...,y") vektorwertig, so heifit (*)
ein System gewohnlicher Differentialgleichung der Ordnung k.

Beispiel :

/
y(x) := (sinz,cosz) 16st das Gleichungssystem { Z;,l
2

Wie sieht F' hier aus ?
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2) Was bedeutet gewohnliche Differentialgleichung ?

y =y(x) h dngt nur von einer reellen Variablen ab, im Unterschied dazu :
partielle Differentialgleichungen sind Relationen, die zwischen einer Funktion

w(x1,...,x,) und ihren partiellen Ableitungen bestehen, z.B. :
N 9% 9 0% .

> 5.2 =0oder v— 5.2 =0 firv=v(t,21,...,2n)
i=1 1 i=1 1

Theorie dazu ist viel komplizierter — Hauptstudium !
3) gewohnliche Differentialgleichungen beschreiben :

e Bewegungsgleichungen in der Physik
e Reaktionsvorgénge in der Chemie

e Evolutionsmodelle in der Biologie
y(t) = Anzahl der Mitglieder in einer Population zur Zeit ¢;
y'(t) = Anderungsrate
Literatur : Braun, Differential Equations and their Applications, Springer

4) kann man (x) nach der héchsten Ableitung auflésen, also die Form
(+x) y®(2) = f(z,y(2),y'(2),....y* V(2)), 2 € I, erreichen,

so spricht man von einer expliziten Differentialgleichung kter Ordnung

Explizite Gleichungen und Systeme pter Ordnung

betrachte v/(z) = f(z,y(x)), = € I (f gegeben)

uninteressanter Fall :

f héngt von y ab, d.h.
y'(x)=flx), xe€l Hauptgats y(z) =c+ [ f(t)dt, falls f stetig.

Hier gilt : ¢ € R, z, € I beliebig.
Man sieht direkt :

Ist x5 € I gegeben und sucht man eine Losung y, die zur Zeit z, den Wert n
annimmt, so gibt es nur genau eine Losung.

Allgemeines vorweg :

e Differentialgleichungen miissen keine Lésungen haben!

(y(@) — 2+ (¢ (2))? = 0 = {% — oM™
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e Differentialgleichungen kénnen viele Losungen haben!

Beispiel :

fl@y) = Y% (zy) eR
y(x) = flz,y(x))

Losung :
wo(z) == 0
oder V,(z) = 5(z—a) a€R,
Up(z) ,z<b
oder Wy (z) := 0 b<x<ec b<c

Ue(z) ,x>c

speziell :

0o, Vo, Uy . (b <0 < c) erfiillen alle das Anfangswertproblem

y' (@) = /y(@)? mit [y(0) = 0

unser Ziel :

Bedingungen an f(z,y), die die Existenz von Lésungen zu y'(z) = f(x, a(z)) garantieren.

Definition 22.1 :

Sei G C R x R"™ offen und f : G — R"™. Wir schreiben (z,y) = (z,y1,...,yn) fir
die Variablen von f.

i) f heifit (partiell) Lipschitz stetig bzgl. der y-Variablen

= 3L20: |fl@y) — f@p)|<L-ly—jl fir alle (v,y), (v,5) €G.
i1) f heifit lokal Lipschitz bzgl. y (genauer : “lokal partiell”...)

V (Zo,Y0) € G 3 Umgebung U von (zo,ys) in G und L > 0 mit

f@,y) = f(o.§)| < L+ |y = 5| fir alle (v,y), (2.5) €U

Bemerkungen :

1) ii) ist offenbar Abschwéchung von i)

2) G:=R xR, f(z,y) = v/y? geniigt in keiner Umgebung von (a,0), a € R beliebig, einer
lokalen Lipschitz Bedingung (denn ¢ — +/#2 ist nicht Lipschitz bei 0)

3) Wie priift man die Bedingungen?

Finde Schranken auf %’i =1,...,n.
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Satz 22.1 : (Eindeutigkeit)

f:G—=R"™ GCRxR" offen, sei stetig und geniige in G einer lokalen Lipschitz
Bedingung bzgl. y. Seien ¢, ¥ : I — R"™ zwei Losungen von y'(z) = f(z,y(x)) auf
dem Intervall I (mit (t,p(t)), (t, V(1)) € G).

Gibt es dann ein xo € I mit p(x,) = Y(x,), so folgt ¢ =V auf ganz I.

Beweis :

1. Schritt :

Behauptung :
Ist a € I ein beliebiger Punkt mit ¢(a) = ¥(a), so gibt es mindestens ein
e>0mit o=V firx € I,|Jxr —a|l <e. (= ¢ = ¥ auf Umngebung von
xoNI)

Beweis :
Schreibe

o) = 0(w) = [ (90~ v0)de = [ (1(t.ott) - 1t 0(0) .

Zu (a,¢(a)) = (a,¥(a)) € G existiert Umgebung U C G und L > 0 mit

fy) = f@,9)| < L-|y—3| fir (2.9). (2.9) € U.

v, ¥ stetigina = 35 >0 (6 > 0 so, dass (¢, ¢(t)), (¢, ¥(t)) € U) mit

£t o(t)) — f(t,xp(t))\ <L (@(t) - \I/(t)’ firalle t € I, [t —a| <&

Also :

,xel, |lx—al <9

o) v < 2| [ 1o - vl ar

O.E. gilt L >0und L-6 < § (sonst verkleinere 4).
Sei J:=INfa— 3% a+3]

= lp(z) = U(z)| < L-6-max{|p(y)—Y(y)|:ye€ J} firallex e J
. . =M
blldegésmax M < L.§-M S%M

— M = 0,

d.h. ¢ = ¥ auf J. Mit e = §/2 folgt die Behandlung.
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2. Schritt :
Behauptung :

px)=V(x) Veel x>,
Beweis :

No :=sup{n € I: ¢ =V auf [z.,n]};
ist no = 0o oder rechter Endpunkt von I = Behauptung,
falls nicht = 3 > 0 mit [o,n, + 6] C I

Def. von 1., Stetigkeit von ¢, U = ©(n,) = V(n);

Sehritt 1 3 o () mit o =W auf [0, 1, + €], Widerspruch zur Def. von 75.

3. Schritt :
Behauptung :

o) =V(z) Veel, x<ux
Beweis :

analog zu Schritt 2

Beispiel :
G =R xR, f(x,y) = xy?, erfiillt {iberall eine lokale Lipschitz Bedingung bzgl. y, ist
allerdings nicht auf ganz G Lipschitz bzgl. y.

Wir zeigen jetzt : | lokale Lipschitz Stetigkeit von f bzgl. y

—> lokale Existenz von Losungen.

Als Hilfsmittel braucht man

Fixpunktsatz von Banach : (— Ubung)

Sei (X, d) vollsténdiger metrischer Raum und die Abb. F': A — A erfiille
d(F(a:),F(y)) < O d(x,y) fir alle z, y € A mit © < 1.

Ist A abgeschlossen, so hat F' genau einen Fixpunkt z*, d.h. F(z*) = z*.

Fiir jeden Startwerte a € A konvergiert dann die rekursiv definierte Folge
To=a, Tpt1 = F(zp)

gegen ™.
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Beweis :

Man rechne nach, dass {z,} eine Cauchy Folge ist.

Satz 22.2 : (Existenzsatz von Picard-Lindelsf)

Sei G C R x R"™ offen, f : G — R"™ sei stetig und geniige einer lokalen Lipschitz-
Bedingung bzgl. y auf G. Dann gibt es zu jedem (a,m) € G ein € > 0 und eine
Cl-Punktion ¥ : [a — €,a + €] — R™ mit

Ua) = n (Anfangsbedingung)
V() = [ () affa—cate]

Bemerkungen zum Satz von Picard-Lindelof :

1) Satz 22.1 = Eindeutigkeit

2) man spricht von einem lokalen Existenzsatz, da ¥ und U nur auf einem sehr kleinen Intervall
um a existiert.

3) Moglicherweise existiert die im Satz gewonnene Losung aber auch auf einem groeren In-
tervall als [a —e,a + ¢].
Anders als bei linearen Problemen kann man bei nichtlinearen Problemen i.a. keine Exi-
stenz fiir alle Zeiten erwarten! (vgl. Zusatz zu Satz 22.2).

Beispiel :
y(@) =1+y(1), y(0) =0, z€ (-3, %)
wird eindeutig gelost von y(x) = tanx, wobei der Definitionsbereich dieser

Losung nicht vergroflert werden kann!

4) Eine Funktion ¥ : I — R" heiit maximale Losung des AWP’s
U'(z) = f(z,¥(x)), V(a)=n, z €I,
wenn es keine Losung ¢ : J — R gibt, die auf einem Intervall J 2 I erklért ist.

Man kann zeigen :

Unter den Voraussetzungen von Satz 22.2 ldsst sich die lokale Losung V zu einer mazimalen
Lésung fortsetzen.
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Spezialfall :

Sei f: R xR"™ — R" stetig mit einer lokalen Lipschitz Bedingung bzgl. y € R"
und ¥ : ] — R" die maximale Lésung des AWP’s

\I//({L') - f(l', \P<m))ﬂ \Ij(a) =1.

Seien o < B die Grenzen von I. Dann gilt :

i) a=—00 oder
i —oo]: In diesem Fall ist lim | W(x)| =
ii) n diesem Fall is IILIXI ()| =0
iii) =00 oder
iv) | <ool: In diesem Fall ist li%l ‘\Il(a:)‘ = o0.
x

5) Falls f nur stetig ist, kann man noch lokale Existenz beweisen, hat aber keine Eindeutigkeit.
(Satz von Peano)

6) Man kann die Grofie von € genau ausrechnen. Das ergibt unter Umsténden globale Exi-
stenzsétze. (vgl. Zusatz zu Satz 22.2)

Beweis :

Wir beginnen mit einer Umformulierung des Problems

Sei I C R ein Interfall mit a € I, : I — R™.

Dann gilt :
Qa =
80/( ) g “Anfangswertproblem”
¢'(x) = flz,o),z€l
Hauptsatz z .
< o) =n+ [ ft,e{)dt, x €I  “Integralgleichung”
a
— T(p)=¢ (%) “Fixpunktproblem”

mit dem Opteraror T'(¢)(x) :=n+ [ f(t,¢(t))dt, x € 1.

a

Nun richten wir “alles” so ein, dass wir den Fixpunktsatz angewenden kénnen :

Sei r > 0 so, dass
Vi=la—r,a+7]x B.(n) CG
und f auf V Lipschitz ist mit Konstante L > 0. Dann gilt

V kompakt, f stetig = M :=sup|f| < co.
\%

Sei € < r noch beliebig, I :=[a —€,a + ¢].
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Setze nun :
X = (LR, ),
A = {eeX:lp—nlle <7} ()l = sup lo(1)),
tel
T : A— X wie vorhin.
Beachte :

e A ist abgeschlossene Kugel um die konstante Funktion 7

x
e — 1+ ff(t,go(t)) dt, x € I, ist nach dem Hauptsatz sogar C', also ein
a

Element von X
Zeige :
1) T(A) CcA

ff(a cp(t)) dt’

a

Sei p € A = ||T(¢) — 1|lcc = sup
xel

Es ist
|t —a| <|r—a|<e<rund|p(t)—n <r dapeA

ff(t,cp(t)) dt‘ <M-e

a

Wir verlangen : ()

= || T(¢) —n|| <r, d.h. 1) gilt.

— (t,gp(t)) €V, so dass sup
zel

2) T ist (bei passender Wahl von ¢) streng kontrahierend

Seien o, W € A =% (t,«p(t)), (t,\If(t))GVVteI.

Also gilt :

IT(e) = T(W)lloe =sup | [ (£(t.00) = (£,0(0)) ) dt]| < Le o — W]
zel 'a

In Ergénzung zu () sei noch : |L-e < 3

Erfiillt £ all diese Bedingungen, so gibt es ¢ € A mit T'(¢) = .
p:la—e,a+¢e] — R"™ ist dann die gesuchte Losung.
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Zusatz zu 22.2 : (globale Existenz bei linearem Wachstum)

Sei I C R ein beliebiges Intervall (auch I = R), F' : [ x R — R" sei stetig
mit (globaler) partieller Lipschitz-Bedingung bzgl. der R"-Variablen. Auflerdem sei
F hochstens linear wachsend in y, d.h. es gibt a,b > 0 mit

()l <alyl+b ¥ (r,y) € TxR" |

Seien (zo,n) € I x R™. Dann gibt es genau eine auf ganz I definierte Losung

@: 1 —R" des AWP : o/ (z) = F(z,y(x)), y(ao) =n, €1

Bemerkung :

hier wird also I vorgegeben!

Beweis :

sieche Ubung

Anwendung : (s. spéter)

y'(z) = A(z) - y(x) + b(x) (lineares System)
mit stetiger (n x n)-Matrix A und b € C°(I,R"), |A(x)|, |b(x)| < const < 400
Hier : F(z,y) = A(x)y + b(z)

Explizite Gleichungen und Systeme beliebiger Ordnung

Satz 22.1 und Satz 22.2 gelten fiir explizite Gleichungen und Systeme 1ter Ordnung.

Daher benutzt man bei der Lésung expliziter Gleichungen k' Ordnung einen “Trick”, mit
dessen Hilfe man diese Gleichungen auf Systeme 1% Ordnung reduziert :

Sei G € R x R* offen, f : G — R stetig. Betrachte fiir y : Intervall I — R die explizite
Gleichung j;ter Ordnung.

©  y9@) = f(ry@y @y @)) e e L

€R*
(2B ¥ @) =@ + (V@) +9"(@)

Definiere mit einer Losung y die Vektorfunktion
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Y(2) = (y@),. ..y V(@) (€RY)
Schreibt man Y in der Form (Y;, e ,Yk,l), so gelten die folgenden Gleichungen :
Yi(z) = Yi(a)
Yi(@) = Ya(z)
V@) = (@),
wobei die letzte Zeile offenbar genau der Gleichung (1) entspricht.
Sei F: G — R¥, F(z,2) = (Zl, e T, [ (@, Zo, . .,Zk_1)> € RF fiir Z = (Zo, N .,Zk_1>.
Dann liest sich (2) als
@2 Y'(z)= F(a; Y(x)).
Ergebnis :

y(z) lost (1) = Y (z) = (y(m), . ,y(k_l)(a:)> 16st (2)*

umgekehrt :
Sei Y(x) = (Yo(x), e Yk_l(x)) Losung von (2)* mit obigem F.

fndution y(x) = Yo (x) 16st (1) ( zeige : Y1 =Y/ Yo=Yt .. )
Es besteht also eine bijektive Beziehung zwischen den Lésungen von (1) und (2)" .

Auflerdem sieht man :
Losungen Y zu (2)* sind eindeutig (unter verniinftigen Bedingungen zu F'), wenn
Y (x,) zu einer Zeit x, vorgeschrieben wird. Also miissen bei einer Gleichung gter
Ordnung k Vorgaben y(z.), 3 (x), . ..,y* Y (x,) gemacht werden.

Beachte nun noch :

lokale Lipschitz-Bedingung von — ... F:G—RF
f: G — R bzgl. der R¥-Variablen

Mithin gilt dann folgendes Korollar :
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Korollar (zu 22.1 und 22.2) :

Sei G C R x RF offen, f : G — R sei stetig und erfiille bzgl. der R*-Variablen eine
lokale Lipschitz-Bedingung auf G.

a) Seien ¢,V : I — R Losungen von

)y = (opey®™ )

auf einem Intervall I C R. Sei a € I gegeben mit

pla) = V(a), ¢'(a) = ¥(a),..., 0" D(a) = ¥*D(a).

Dann gilt o = ¥ auf I.
b) Ist (a,7o,...,nk—1) € G beliebig, so gibt es ein € > 0 und eine Losung
¢:la—ea+e] = Rvon (x) mit o(a) =1, ¢'(a)=mn1,..., p*V(a) =m_;.

Bemerkung :

Systeme der Ordnung k > 2 lassen sich auf Systeme der Ordnung 1 mit entsprechend
mehr Komponenten reduzieren — Korrolar anwendbar

Beispiel zur Bemerkung :

Reduktion eines Systems 2% Ordnung auf ein System 1% Ordnung
Bewegungsgleichung :  (“” bedeutet %)

gter Ordnung :

X(t) = F(t,X(t),X(t))
F:RxR?xR?— R?
X : I — R? (Ortsvektor).

System

Setze YV :I-—RC=R3xR3, Y(t):= (X(t),X(t)) —
() V(0 = (Ya®), a0, s (0), F (6, () F2 (£, (1)), F* (1,7 (1))
wobei Y =(V1,...,Ys), F = (F!, F2, F3).

(*) ist System pter Ordnung fiir die Funktion Y mit 6 Komponenten.

Eine allgemeine Formulierung des Transformationsprinzips fiir Systeme der Ordnung
k bringt keine neuen Einsichten. Es sollte klar sein, wie es funktioniert.
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Elementare Losungsmethoden
Regelfall :

Differentialgleichungen y®) = f (-, TR T ,y(k_1)> (+ Anfangsbedingung) lassen
sich nicht elementar l6sen, d.h. es gelingt nicht, Losungen in geschlossenen Formeln
y(x) = ... anzugeben.

Methode :

Wir haben Picard-Lindelof; dieser Satz benutzt ein Fixpunktprinzip, d.h. die Lésung
y wird konstruiert als Limes einer Folge {y,} mit

Yo = beliebige Startfunktion,
yn = Integraloperator angewendet auf y, 1

Man kann diese Vorschrift ohne weiteres numerisch umsetzen und somit die exakte
Losung y beliebig gut approximieren. Fehlerabschitzungen der Form ||y — y,|| = 1/n
geben Information, wie weit man noch von der Losung entfernt ist.

In einigen Spezialfillen lassen sich Ldsungen nun doch explizit bestimmen. Die wichtigsten
Verfahren sind nachfolgend kurz zusammengestellt.

1) Separation der Variablen

Seien I, J Intervalle CR, f: I — R, g:J — R stetig.

1) |y (z) = f(x)- g(y(x)) auf I ist zu l6sen.

Angenommen, (1) hat Losung y(z), dann gilt :
Sei G Stammfunktion zu 1/g
S () [g(y(@)) = £6(v@),
also %G(y(m)) —f(x)=0
= G(y(x)) = F(z) + ¢, F Stammfunktion zu f, ¢ € R konstant.

Nun lose umgekehrt diese Gleichung, falls méglich (siehe Satz 22.3), nach y(x) auf
und zeige, dass (1) gilt.

Die genaue Formulierung gibt uns der folgende Satz :
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Satz 22.3 :
Sei (xo;yo) €I X J, f: 1 — R, g:J— R stetig mit g(y) # 0 auf J.

Man setze

F(x) ::/f(t)dt, zel; Gy) ::/gc(ltt)7 yeJ

Yo

Sei I' C I ein Intervall mit x, € I’ und’F(I’) C G(J).‘ (%)

Dann gibt es genau eine Lisung ¢ : I' — R von (1) mit o(xs) = yo.
Es gilt : G(go(x)) = F(x) fiir allex € T'.
Beweis :

beachte : G ist streng monoton : G’ = g und g # 0, somit ist p(z) = G~} (F(:U))
aus (*) folgt Bild FF € DefG~! = Bild G, so dass G~! o F' Sinn macht.

— genaueres siche Ubung!

Beispiel :

(+)  [¥(@) =1*(=)

hier : f(z) =1, g(y) =v*, (z,y) € R?
gesucht :  Losung ¢ von (x) mit ¢(0) =¢, c€ R

Rechte Seite (z,y) — y? geniigt lokaler Lipschitz Bedingung auf R?
bzgl. der y-Variablen

Salz22.2 5 Losung ¢ lokal bei 0 definiert

(i) ¢=0 Salz222 ¢ = 0 eindeutige Losung  (klar!)
(i) e>0 = FJIntervall ,umOund p: 71— R
mit p(0) = ¢, ¢'(z) = ¢*(x)
Annahme :  ¢(x) <0 fir ein x € I,
da @:(0>)>0 Jx, mit p(z,) =0

Eindeutigkeitssatz 22.1 .
S p=0auf I,! (Widerspruch!)

Also: ¢ > 0 auf I.

13
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Wie grof} ist I,7 Wie sieht ¢ aus ?

Man kann in 22.3 J = (0, c0) wihlen,
gly)=y?istdort #0 = Gy)= [ % =1_—

c t2

1 .
gvyeja

Es gilt : G(J) = (—o0,1/c)
= I .= (—o0,1/¢) erfiillt F(I') C G(J).

Somit ist die Losung ¢ auf (—oo, 1/¢) definiert. Nun betrachte

G(gp(m)) =F(z) — %— <p(1x) =x
= p(z)= 1_ch, x € (—o0,1/c).

(iii) ¢<O0:
analog : ¢ : (1,00) — R, ¢(z) = < fir 2 > 1/c.
O
Bemerkung :

Man sieht die Niitzlichkeit von Satz 22.1 und Satz 22.2, da diese Sétze vorweg schon
Informationen liefern.

2) Reduktion auf getrennte Verénderliche

(i) y’(a:)zf(a-:c+by(a:)+c) ,a,b,ce€ R, b#0, f:Intervall — R

Setze ’U(:L’) =azx +by(z) + c‘

= V(x) :a-i-bf(v(x))

beachte : die Anfangsbedingungen fiir y miissen auch transformiert werden!
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(i) |9/(x) = £ (y(x) /)

— @) = Sy -y@)
= L f(u(@) - L u(@)
= 1(f(u(=) - u(@))

Also  u/(z) = Az) - B(u(m)), A(z) =1, B(u) = f(u) —u

Beispiel :
y'(z) =1+ Ly(z) + (%y(m))Q fiir z > 0 (f(u) =1+u+ u?)
MO @) = L1 u() + (@) - ()

- 5(1 + u2(x))
= Jlfffx) =1/z

= %(arctanu(x)) = % = %lnx

—  u(z)=tan (c + lnx)

= y(x):x-tan<x+lnx),1:>0.

3) Lineare Differentialgleichungen 1*€* Ordnung
Seien gegeben : I C R ein Intervall, a, b : I — R stetig
betrachte y/(z) = a(x) - y(x) + b(z) auf I

homogener Fall : b =0

Satz 22.4 :
Seien o € I, ¢, € R. Dann gibt es genau eine Ldsung des Anfangswertproblems

y,($) =a(x) - y(z) mit y(z,) = ¢

xT

Esist  y(x) = exp (/a(t) dt) - Co.

Lo

15
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Beweis :

1) Eindeutigkeit : Satz 22.1!

2) Existenz : leite die Formel ab!

Konstruktion von Loésungen im inhomogenen Fall b # 0 — “Variation der Konstanten”

Sei ¢ eine Losung # 0 der homogenen Gleichung /' (z) = a(z) y(z)
(beachte : ¢ # 0 = ¢ ist nirgends = 0 nach 22.1).

Bestimmung einer Losung ¥ : I — R von

(x)  y(x) =a2) y(@)+b(x)
durch den

Ansatz :  y(x) = u(z) - p(z) (multipliziere ¢ mit einem von z abhéngigen Faktor)

Dann :

V(z) = u'(z)- o(x)+u@) - ¢(z)

I

(@) = b(z) /¢ (@)

= u(z) = (Stammﬂ{t. zu é) + const
12

Probe : definiere u durch diese Gleichung und setze ¥(z) = u(x) p(x) = ¥ lost (x).

Nach 22.1 hat = bei Vorgabe eines Anfangswerte y(x,) = ¢, hochstens eine Losung. Beachtet
man noch 22.4, also die Formel fiir ¢, so folgt :

Satz 22.5 :

Sei I C R ein Intervall, a, b: I — R seien stetig. Dann gibt es zu jedem xo € I und
jedem co € R genau eine Liosung ¥ : I — R von

y(zo) = o
Y'(x) = a(x)y(z)+blz) auf I.
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W) = p)(et [ U ar),

o

o(r) = exp (j a(t) dt) ( = o(z,) = 1)

Beispiel :

Y (@) =2z y(x) + 2% y(0)=co
Mit den Bezeichnungen aus dem Satz gilt :

T

o(z) = exp (/275 dt) = expt?

To

T
_ a2
=€

To

16st fiir , = 0 das homogene Problem ¢’ = a - ¢, p(0) =1

— U(z) = e . <co + 76_t2 3 dt )

0
—_———

part. Int.; 2
= 5—5(1+a2)e "

= <c+7> ex2—%(1+$2).

4) Lineare Systeme 1%€f Ordnung
(enthilt als Spezialfall lineare Gleichungen n'T Ordnung (via Reduktion)).

4 a) Allgemeiner Fall :

Voraussetzungen :
I C R Intervall, A € C°(I,R"), d.h. A(z) = (aij(x)>1<' . mit stetigen Funktionen
<ij<n
Qij : I—-R, be CO(I,R), b= (bl,...,bn).
Inhomogenes System :
1) Y@ = Al@)y(r)+bx)
Yy aip ... ap () b1
= : = o+

/
Yn apl ... Qppn Yn bn

17
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Homogenes Sysstem :

bemerke :  Satz 22.2 = lokale Existenz von Losungen.

Wir werden zeigen :

e Losungen zu (1), (2) existieren nach dem Zusatz zu 22.2 auf ganz [

e vollstindige Beschreibung der Losungsmenge !

Notation :

Differentialoperator

L:CHI,R") — C°(I,R"), L := 4 — A(z),
db. L(y)(x) = ¢'(x) — A() y(x)
bemerke :
e [ ist ein linearer Operator

e Losungsmenge des homogenen Systems
= Nullraum N(L) von L ( ={y e CYI,R"): L(y) = 0})

Satz 22.6 :
’dim N(L) = n‘
D.h.: (i)  FEs gibt n linear unabhingige Lisungen des homogenen Problems

(ii) n+ 1 Losungen des homogenen Problems sind linear abhingig.

Wir brauchen ein

Lemma :

Seien y!,...,y" € N(L), y* = (y&,...,9%)
Man setzt A(z) = det (yl(:):) . y”(:c)) (y* als Spaltenvektoren)
Dann gilt :

i) A(xzo) =0 fiir ein z, <= A=0auf]
ii) y',...,y" linear unabhiingig <= A ist nirgends 0

18
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Beweis (Lemma) :
i) A(zo) = 0 fiir ein z,

< y'(20),...,y"(zo) € R" sind linear abhiingig

<= JA,..., Ay € Rnicht alle 0 mit > \; y'(z,) = 0.
i=0

y(z) = > Niy'(x) 16st L(y) = 0 auf 1.
i=1

Aus y(x,) = 0 folgt nach 22.1 y(x) =0Vz € I.

Das bedeutet A(x) = 0 auf I.

ii) A =0 fir ein x,
i n .
=S Ay =0 auf I mit A; € R nicht alle 0
i=1
<= y', ..., y" linear abhingig.

Negation dieser Aussage ergibt ii)

Beweis von 22.6 :

i) Seiey,...,e, die kanonische Basis des R", z, € I beliebig. Nach 22.2 und der anschlieflen-
den Verschérfung, y'(z) = A(z) y(z) =: F(z,y(x)) mit [F(z,y) — F(z,7)| < [|A@)]- |y — 7]
(die wir jetzt zum ersten Mal brauchen!), gibt es y',...,y" € N(L) mit y(x,) = e;.

Es ist
1 0
A(xo) = c. . = 1’
0 1
also y',...,y" linear unabhsingig.

ii) Seien y!,...,y™ € N(L) mit m > n, z, € I.

m .
— dci,...,0n € R onicht alle 0 mit > ¢y (z,) =0,
i=1
da y*(zo, ...,y (o) in R™ linear abhingig sind.

m .
y:= Y ¢;y" gehort zu N(L) mit y(z,) =0 224 y
i=1

0

<= y' ... y™ linar abhingig.
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Definition 22.2 :

FEine Basis des Nullraumes von L heifit ein Fundamentalsystem zum homogenen
System.

Bemerkung :

Fiir die homogene Gleichung ¢'(x) (x) ¢(z) haben wir explizite Losungsformeln,

=a
im Fall des Systems y/(x) = A(z)y(z) gibt es solche Formeln nur, wenn die Matrix
konstant ist (s. spéter).

Beispiel :
= = Y] 0 —a Y1
{ v = —aw } N L) = ,acR
Y2 = an Yo o 0 Y2
Losungen :

B =G o) ew=( T o)
mit det (gpl(x) (pg($)) = cos?(ax) + sin’(az) = 1
= 1, s bilden Fundamentalsystem

— Ubung :

Umformung homogener linearer Gleichungen der Ordnung 2, 3 in Systeme
1%T Ordnung, Fundamentalsysteme?

Wir gehen zuriick zum inhomogenen System (1) wund bestimmen Ldsungen mit
Konstantenvariation.

Satz 22.7 :

i) Seiy',...,y" ein Fundamentalsystem zum homogenen System. Die reellen Funk-
tionen ci,...,c, : I — R seien Ldsungen von

n .

auf I. Dann ist y°(z) := > ¢;(x) y'(z) Ldosung von (1)
i=1

(ein sogenannte spezielle Losung).

i1) Jede Losung y von (1) hat die Form y = y° 4+ h mit L(h) = 0.
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Bemerkung :

Da y!(x),...,y"(x) zu jeder Zeit = linear unabhingig sind, werden die Zahlen c}(z)
durch (%) eindeutig festgelegt. Nun bestimme man Stammfunktionen!

Beweis :

(ii) klar!

(i) Seien die ¢; gem#B(*) berechnet

n

= di;( cz'(:c)yi(x)) - ch(x)yi(x)Jrzci(w)%yi(x)

=1 =1 =1

Bemerkung :

Zur Losung des AWP

y(zs) = neR"
y'(z) = Al@)y(z)+b(2)

withle man ein Fundamentalsystem y', ..., y" und berechne eine spezielle Losung y°;
dann setze man

y(z) = y°(2) + Y iy (@),
=1

n .
wobei die Zahlen ay, . .., oy, als Losungen von y°(z.)+ > o; y*(xo) = 1 zu bestimmen
i=1
sind.

Beispiel :

ro ! 0 —1 1
(42 = (-0 ()
Yo = ntz vh 1 0 Yo x
Die Funktionen (cosz,sinx), (—sinx,cosx) bilden ein Fundamentalsystem zum ho-
mogenen Problem.

21
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Ansatz :
, cosT , —sinz _
¢ () < sin & > +¢3(2) < cos T ) -

cosr —sinx i (x)
— ) ] =
sinz  cosz ch(x

Also :

() =z -sinz, dh(z) =z cosx
Waéhle deshalb

ci(z) =sinz —x - cosx, ca(xr) =cosx + x -sinzx.
Es folgt dann als spezielle Losung :

COS T

. . —sinx -z
Yo(x) = (sinz — x cosx) sina + (cosz +z - sinz) e | = L)

Die allgemeine Losung lautet

—x Ccos X —sinx
a:»—>< 1 )—i—a( sin o >+ﬁ< cos:p) ,a, B € R.

4 b) Spezialfall : Lineare Gleichungen héherer Ordnung

Solche Gleichungen lassen sich in Lineare Systeme 1ter Ordnung transformieren, so dass man
direkt die Sdtze 22.6 und 22.7 anwenden kann. Die hierbei auftretenden Matrizen haben eine
sehr spezielle Gestalt.

Notation :

I C R Intervall, ao,...,an—1, b€ C°(I,R), y: I - R

n—1 )
1) homogene Gleichung : y(”)(x) =Y a;i(x) y® (z)
=0
n—1 )
2) inhomogene Gleichung : 3™ (z) = 3 a;(z) y® (z) + b(z).
=0

Beispiel :

y 3 (z) = 22 - y@(2) + e - y(2) + sinh x
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Satz 22.8 :

(i) Sei H={p € C"(I,R) : ¢ lost (1) }. Dann ist dim H = n.

D.h. :  Es gibt n linear unabhingige Lisungen von (1),
m > n Losungen sind stets voneinander abhdingig.

©1,...,pn € H sind genau dann linear unabhéngig,

wenn fir ein x € I (alle x € I) gilt :

p1(x) on(x)
v1(x) o (@)
det #0
n—1 n—
V@) @)
Man nennt dann @1, ..., p, ein Fundamentalsystem.

(ii) Sei U, eine spezielle Losung von (2). Dann gilt :
Lésungsmenge von (2) = W, + H.

Beweis :
Mit
0 1 0 0
0 1
A(x) = 0
0 0 0 1
ao(z) ai(z) ... ... ap—1(x)
und
0
W)= | -
(z) 0
b(z)
betrachte
(1)* Y(z) = A(2)Y(x) und
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Dann gilt :
Y = (Yo, ..., Yn—1) l6st (1)* bzw. (2)*
— y;=vy,_ 4 fir i <n—1und y, 16st (1) bzw. (2).

Daraus folgen mit Satz 22.6 und 22.7 alle Aussagen.

Bemerkungen :

1) Fiir die spezielle Losung ¥, des inhomogenen Systems macht man den Ansatz

c1(z) p1(z) + ... + cn(x) n(z) = Wo(z)

mit einer Basis ¢1, ..., ¢, von H. Die Funktionen ¢; ergeben sich aus
pi(x) 0
n /
@;(@) :
Z )| . = :
=1 . (n—1) 0
p; (x) b(x)

(%(j) fir j=0,...,n — 1 und b(x) sind Spaltenvektoren)
2) Behandlung des AWP :
Vorgabe von ¢(zo), ..., o™ D (z,)
= ¢ =1 +§;‘16i%
¢; derart dass AWP e_rfiillt.

Fiir lineare Gleichungen der Ordnung n > 1 mit variablen Koeflizienten gibt es kein Patentrezept
zur Bestimmung eines Fundamentalsystems, dasgleiche gilt fiir Systeme mit variabler Koeffizi-
entenmatrix. Aussagen sind manchmal fiir Gleichungen gter Ordnung moglich. Hier gilt : Hat
man eine nichttriviale Ldsung o1 des homogenen Problems bestimmit, so laft sich diese zu einem
Fundamentalsystem erginzen.

Satz 22.9 :

Sei I C R ein Intervall, a, b € C°(I,R) und ¢ : I — R sei Losung von

() y'(2) +al@)y'(z) +b(x)y(z) =0
Auf dem Intervall J C I sei ¢ ohne Nullstelle.

Ist dann u eine nicht-konstante Ldsung der Gleichung.

/
" 9. ¢ () . —0 Lé d epit
(%) u'(z) + ( o) —|—a(m)> u'(x) (Ldsung davon s. spiter)
auf J, so ist

UV:J—-R, UV:i=u-yp,

eine von ¢ unabhingige Losung, d.h. {p, ¥} ist ein Fundamentalsystem auf J.
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Beweis :

Man setzt ¥ = ¢ - u
= U=y u+vpund V' = "u+u"p+2u ¢

benutze (x) fiir
(€] 7

" / _ / " /AN / /
= U'4a V40V = [—ulap +by)+u"o+2u ¢ +a(u+u'p)+bup
N———
—\/ =y’

= U o+ aup+2u'¢
= o [u”+u’(a+2%>}
Ergebnis :
Ulost (%) <= [..]=0 <= werfillt (xx).

Probe der Linearen Unabhéngigkeit :

¥ u- @ _
det( o o+ o ) =0

= ©* U+ ou—upp =0
= u-p?=0

220 — g

<= u = const.

u wird aber als nicht-konstant angenommen.

Bemerkung : zu Differentialgleichung (xx) :

(#) tritt als zusétzliche Differentialgleichung bei der Anwendung des Verfahrens auf.
Diese Gleichung 148t sich aber mittels Reduktion der Ordnung unschwer 16sen :

vi=u = v’+<2~%+a)-v:0

—  homogene Gleichung 1% Ordnung fiir v
22.4 B o

= v(m)-exp(gng(p—l—adt)

= u(z) = [o(t)dt.
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Beispiele und Bemerkungen zu

Linearen Differentialgleichungen ater Ordnung mit variablen Koeffizienten

betrachte " (z) + a(x) ¢/ (x) + b(z) y(x) = 0 auf I C R.
bisherige Annahme : a,b nur stetig.

Macht man sehr viel stirkere Annahmen, so gelingt es manchmal, eine nicht-triviale Losung
¢ von (%) zu konstruieren. Dann kann man unter Umstédnden Satz 22.9 benutzen und erhélt ein
Fundamentalsystem, also mit 22.8 eine Ubersicht iiber die Losungsgesamtheit auch im inhomo-
genen Fall. Das Stichwort ist

Potenzreihenansatz : (— Ubung!)

Voraussetzung :

Zakx—xo Zﬂkx—xo

d.h. : die Koeffizienten a(x),b(x) in (x) lassen sich um x, € I als konvergente
Potenzreihen schreiben.

Dann setzt man

.%') = Z’Yk(x - «To)ka
k=0

d.h. man geht davon aus, dass es eine analytische Lésung gibt.

Einsetzen + Identitédtssatz

—> Rekursionsformeln fiir 74 in Termen von ay, B

danach :

o0
Probe, ob 3" yx(z — 2,)¥ auf Umgebung von z, konvergent ist !
k=0

falls ja :

Rechnungen wie

(ka@—fﬂo ) Zk‘ — Dy — 20)F 2
k=0 2

sind erlaubt.

= y(x) 16st die Differentialgleichung.



22. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Ubung :

(1) Legendre-DGL. :

(1422 y"(x) =2z -9/ (z) + n(n+ 1) y(x) =0 auf (-1,1), n € N,

(kommt in der theor. Physik vor)

Potenzreihenansatz liefert :

= | Pp() = 55 4" (z2 —1)"| Legendre-Polynom (der Ordnung n).

(2) Hermite-DGL. :

y'(z) — 2zy/(z) + 2ny(z) =0 auf R, n € N,

Potenzreihenansatz ergibt :

— | Hy(2) = (1) e”” Lo e’

dx™

Hermite-Polynom (der Ordnung n).

P, bzw. H,, sind Losungen zu (1) bzw. (2) fiir das jeweilige n.

Wir konstruieren fiir die Legendre-Dgl. mit n = 1 ein Fundamentalsystem :

(1—a22)y"(x) - 2z9/(z) +2-y(x) = 0 auf(-1,1)

= y'(2) — 25y (2) + 1 2zy(x) = 0 auf (—1,1)

bekannte Losunge :  ¢(z) = 3 - 22 =z = Py (z)

Ansatz :  W(x) = u(z) -z auf (0,1) (dortist ¢ #0!)

= Dgl. fiir u gemé&f 22.9 :

1 2z
1 !
oder mit v :=u' :

o) + <2 295) o(z) = 0

x 1—2a2

Losungsformel :  v(x) = exp (Stammfunktion zu 2 35;2) (vgl. Satz 22.4)

r 1

= ov(x) = eXP(—2'lnx—ln(1_x2)) _ 1

27
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Es folgt :  VU(x) =z u(zr) = ln%f—i -1

M

Bei der Anwendung von 22.9 mufiten wir uns auf ein Intervall J C (—1,1) ohne
Nullstelle von ¢(x) = = beschrénken, also etwa auf (0, 1).

Eine Probe zeigt aber :

U(z) = £ In1EL — 1 ist auf (—1,1) definierte Losung der Dgl. und spannt

mit ¢ den Losungsraum auf.

5) Lineare Systeme 1ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten und
(lineare Gleichungen n'®" Odnung mit konstanten Koeffizienten)

Sind im Prizip die einzigen Fiille, fiir die es systematische Methoden zur Bestimmung von Fun-
damentalsystemen gibt.

Betrachte das System

(1) ¢y¥=Ay, y:R—=R

mit konstanter n x n - Matrix A = (a;;);

Lésungen ezistieren auf ganz R (nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz)

Falln=1":
Y =a-ymitae R = y(zr)=e" ist Losung (dim des Losungsraumes = 1)

Deshalb machen wir den Exponentialansatz :

(2) |y(z)=eMv, AeR, ve R\ {0}

dann ist :
y'(z) = X-y(),
also gilt :
y'(z) = Ay(z)

= AeMoy=eMAv
— v ist Eigenvektor zum Eigenwert A

D.h. : Wir miissen zur Losung von (1) mit dem Ansatz (2)
Eigenwerte von A und Eigenvektoren bestimmen.

Da die Eigenwerte reeller Matrizen auch komplex sein kénnen, betrachten wir zunéchst die

A e C""  komplexe n x n Matrix
komplexe Situation :

y: R—C" ¢ =Ayauf R
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Dann gilt wie oben mit A € C, v € C™ :

y(r) =eMv Lsg. <= AEW.von 4, v E.V.zu \

Die Eigenwerte von A ergeben sich als Nullstellen des
charakteristischen Polynoms P4(\) = det(A — X Id).
P4()) ist ein Polynom vom Grad n iiber C

=—> Jn Nullstellen A\,..., A\, € C von P4(\) nicht notwendig alle verschieden,
d.h. es konnen Vielfachheiten > 1 auftreten.

Fassen wir die Ergebnisse in folgenden Satz zusammen :

Satz 22.10 :

Die Funktion y(x) = e’ v ist Losung genau dann, wenn X\ € C ein Eigenwert von

A und v € C" ein zugehoriger Eigenvektor ist. Die Losungen e vy, sind linear
unabhdngig iber C genau dann, wenn die Vektoren vy linear unabhdngig sind.
Speziell :

Ak

M#EN = yr@) =My, y(z) = My sind linear unabhingig.

Beweis der letzten Aussage :

Seien aq,...,a, € C, M < n, komplexe Eigenwerte (nicht notwendig alle verschie-
den), wy, ..., wy zugehorige E.V. € C". Setze

M
yo(x) = e*Pwy, und  y(x) = Zﬁg ye(x) mit Koeffizienten 5, € C.
(-1
Dann gilt :

M
y=Ay und y(0)=> Brws.
/=1

Aufidem :
{wy,...,wy} linear abhéngig

< y(0)=0 fiir passende Wahl von fi,..., By € C nicht alle 0

— y=0 nach dem Eindeutigkeitssatz 22.1, der auch in der C™ — wertigen
Situation gilt (da C" = R*")
< yi,...,ym sind linear abhingig

Dass fiir Eigenwerte u # A die Losung linear unabhéingig sind, folgt aus der Un-
abhéngigkeit der Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten.

29
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Korollar  (“Idealfall”) :

Besitzt A n linear unabhingige Eigenvektoren vi,...,v, € C™ zu den Ei-
genwerten Aq,...,\, € € (nicht notwendig verschieden), so bilden die Funktionen
yi(x) = eM* vy, k=1,..., n, ein Fundamentalsystem iiber C, d.h. jede Losung
y: R — C™ 1aBt sich aus y1, . .., y, erzeugen,. Das gilt insbesondere dann, wenn es n
verschiedene Eigenwerte gibt.

Bemerkung :

Fir A = kommt nur 1 als Eigenwert mit Vielfachheit n vor,

0 1
der Eigenraum von 1 ist trivialerweise n dimensional.

Wie kommt man zu reellen Lésungen, wenn A reell ist?

Sei A € R™", A € C Eigenwert von A, v € C" Eigenvektor zu A

A

=  y(x) = e v ist Losung.

Schreibe
A=a+if, a, ER; v=u+iw, u, w e R
= My = ¥ (cos(Bx) +isin(Br)) (u+ iw)

= € (cos(Bx)u — sin(fx)w) +i e (sin(Bz)u + cos(Bx)w)
=z(z) =:1z*(x)

= 2/ (2) = Az(x), 2*'(x) = Az* ()

FEin komplexer Eigenwert liefert also zwei reelle Losungen.
beachte :
A € C\ R Eigenwert, v Eigenvektor zu A == X Eigenwert, v Eigenvektor zu \

fir A € C\ R ist A # \, also v und v sind linear unabhéngig iiber C, d.h. Re v, Im v sind linear
unabhéngig iiber R

= 2, 2* sind linear unabhingig iiber R (der E.W. X ergibt —z, —z* als reelle Losungen!)
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Satz 22.11 :  (Reeller Fall)

Sei A reelle n x n Matriz, A = p + iv komplexer E.W., v = a +ib € C" ein
zugehoriger E.V. Dann sind

z(z) = Re(eMv) = e’“(cos VL - a — sinvx - b)

(3)

2(x) = Im (eMv) = e‘””(sin VT - @+ Ccosvw - b)

zwei iber R linear unabhdingige Lisungen von (1) mit Werten in R™.

Damit 148t sich die reelle Situation so beschreiben

Korollar : “es gibt geniigend viele E.V.”

Sei A eine reelle n x n Matrix mit Eigenwerten A1,..., Ay, A1,..., A, € C\ R,
$1,...,8¢ € R. Seien vy,...,v, € C" (n=2p+q) E.V.’en zu \,..., A\, und dy, ... ,d,
E.V.'en zu si,...,5,. Sind dann die Vektoren Rewvi,..., Rev,, Imwvy,..., Imuv,,
dy,...,d, linear unabhéngig iiber R, so gewinnt man ein reelles Fundamental-
system durch Benutzen von (3) (fiir v und A\) und (2) (fiir d und s).

Beispiel :
Yi = Y12y
yh = 2y1—uys , also
ys = 4y1 —2y2 —y3
1 -2 0
y@) = |2 0 =1 | y(=)
4 -2 -1

Pa(A) = det (A—XId) = (1-AN(A\2+1+2)

1 1 .1
Eigenwerte : ——+i=VT , —=—i=VT , 1
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Losungen dazu :

1
y@) = €| 0
2
) 3/2 1 VT
z(xr) = Re(eMv) = €_§xCOS<%\ﬁ$) 2 —e_ixsin<%\ﬁx> 0
4 0
1
2

2(x) = Im(eMv) = €737 cos (%\ﬁm)

?)ﬁ —i—eféx sin (%ﬁx)
0

DO lw

weitere Beispiele — Ubungen !

Problem :

was macht man in Féllen, wo sich nicht geniigend viele linear unabhéngige E.V.’en
ausrechnen lassen?

Beispiel :
A=Y 7EY ey = 41)2
p— 4 73 5 A p—
einziger E.W. —1 mit Vielfachheit 2, nur ein E.V., ndmlich ( ; )
Hier versagt offensichtlich das Korollar, und das ist immer der Fall, wenn
dim(Eigenraum zu \) < Vielfachheit von \ in Pj4.

1. Moglichkeit : “Jordan-Form”

Bringe A auf Jordan-Form und erhalte daraus Formeln fiir ein Fundamentalsystem

(— Literatur).
2. Moglichkeit : “Exponentialfunktion fiir Matrizen”

Sei A € R™"™, Man setzt

exp(A) := ’CZO% AR

wobei A* das k-fache Matrizenprodukt bezeichnet. Wihlen wir

|Al| := sup |Av| (Operatornorm),
lv]<1

32
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so ist
k k
| A% < [|A]l",

woraus die Konvergenz der Reihe folgt.

Sodann rechnet man nach :

i) e?:=exp(A) ist immer regulir : (ed)"! =4
o 0 et 0

ii) exp =
0 oy, 0 eon

iii) e(tDA = 544 5 te R
iv) eAtsid —esed e R
v) AB=BA = B =¢deB =cBeA

vi) S regulir = SedST! =exp(SAST!)

vii)

A nilpotent, d.h. . A el 1
A™ =0 fiir ein m

viil) t — et ist diffenzierbar mit

d tA) __ tA
%(e ) = Ae

Satz 22.12 :

Sei A € R"™"™, n, € R" und t, € R.

Die eindeutige Losung des linearen Systems

y(te) = 1o
y'(t) = Ay(t), teR
15t
te  exp ((t - to)A) ()
Matriz
Beweis :

Eindeutigkeit klar! Nun zeige, dass diese Funktion das AWP 16st.

33
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Korollar :

Sei A € R™".
Ein Fundamentalsystem zu 3y’ = Ay wird gegeben durch

t— exp(tA)e;, i=1,...,n,

wobei {e;} eine Basis von R" bezeichnet (i.A. die kanonische Basis).

Beispiel :

A nilpotent, A™ =0
m—1 1
= tHZHtkAk(ei),izl,...,n
k=0

ist Fundamentalsystem.

Bemerkung :

Die explizite Berechnung von e/ ist i.a. nicht moglich; um zu verwertbaren Er-
gebnissen zu gelangen, ist man gezwungen, auf die Jordan’sche Normalform von A

zuriickzugehen  (— Literatur!)

Lineare Gleichungen nter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

(1) Yy )+ an—ay™ V4 a0y D+ +a1 Y +acy=0

mit ao,aq,...,ap,—1 € Cfiry: R — C

Y firY: R — C"

ay v =
1
—ap —ai ... ldots ... —ap—1
beachte :
Py(A = (—1)"{)\” Fap A )+ ao} (Polynom iiber C)

Das charakteristische Polynom der Matrix A ergibt sich als Koeffizientenpolynom der Gleichung
(1). Durch Spezialisieren der allgemeinen Ergebnisse auf (1)* bekommt man
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Satz 22.13 :  (Fundamentalsystem zu (1))

i) Sei A € C Nullstelle von Ps mit Vielfachheit k. Dann sind die Funktionen
e)\x Az

xR leM linear unabhingige Losungen von (1).
i1) Verfihrt man gemdf(i) fir die verschiedenen Nullstellen A\ von Py, so bekommt man ein
komplexes Fundamentalsystem.

iii) Reeller Fall : Seien ao,...,an—1 € R. B
Ist \ = p+iv € C — R Nullstelle von Py (=> X ebenfalls Nullstelle), so spaltet man die
Lisung aus (i) in Re und Im auf und erhdlt die 2% reellen Funktionen

’azqe’”” cos(vz), zlet*sin(vz), ¢q=0,...,k—1 ‘

(Die zu X gehorigen komplexen Lisungen liefern dieselben reellen Losungen und bleiben
deshalb unbericksichtigt!).
Ist « reelle Nullstelle mit Vielfachheit £, so bekommt man daraus die Lisungen

’xp e, p:(),...,ﬁ—l‘.

Verfihrt man so fir alle Nullstellen, so ergibt sich ein reelles Fundamentalsystem.

Bemerkung :

Man kann 22.13 ohne Riickgriff auf Jordan-Formen direkt beweisen.

Beispiel :

PA) = N 4+4 42203 —4)\2 48X\ + 16
= (A+22(0\2—-21+2)
= A+22A—14+9)(A—1—1)

— Fundamentalsystem : e 2%, x-e 2%, 22.e72% ¢ .sinx, e cosx

— Ubung : ausfiihrliche Diskussion der “gedémpften Schwingungen”
y" +2ay +by = 0, a, bER
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Differenzierbare Funktionen
mehrerer Veranderlicher

Ziel: Ubertragung des Konzepts der Differenzierbarkeit fiir Funktionen f : R > I — RF auf
Funktionen f:R"”> U — RY mit n, N > 1.

1te Moglichkeit:  bilde partielle Ableitungen durch Festhalten aller bis auf eine Variable

Existenz aller partiellen Ableitungen an einer Stelle a
% Stetigkeit von f in a
Also ist “partielle Differenzierbarkeit” noch nicht der richtige Begriff.

beachte aber schon jetzt:

Definition 18.1 : Sei U C R" offen, f:U — R"

a) Sei a € U, 1 <i<n. Wenn der Limes }llin% + lfla+he)—f(a)]| =
—

ﬁ fla + te;) ezistiert, so nennt man ihn die partielle Ableitung von f

an der Stelle a in der €™ Koordinatenrichtung.

Schreibweise:  0;f (a), aa—;i (a), ete. (hierbei: e; = (0...1...0) € R")

b) f heifst auf U (stetig) partiell differenzierbar, falls 0; f(xz) fir alle € U und

1 <i<n existiert (und eine stetige Funktion von x ist)
Bemerkungen:
1) Will man 0;f (a) ausrechnen, so bildet man die Funktion einer reellen Verénderlichen
p:t = flar..., ai—1, t, Gjx1,--., Gp)

113
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und untersucht, ob ¢’ (a;) existiert. Es ist ja

¢ ) = Jim g (oot - o)
lim 1 (f(a+he)—f(a))

und den Wert rechts haben wir 0;f (a) genannt.

114

%'0 fla+ te;)

2) Wir kennen Diff’barkeit von Funktionen g einer Verénderlichen mit Werten in R oder C.
Ist g vektorwertig, so wird ¢’ (¢) natiirlich komponentenweise definiert.

3) Da die partiellen Ableitungen die gewohnlichen Ableitungen der partiellen Funktionen sind,

gelten alle Rechenregeln.

Beispiele:

1) f:R* =R, f(z,y) = sin(2?+y?)
dann: 5 f(zy) = cos(a® +y?) -2z
gy (xy) = cos(a® +47) -2y

also:  f stetig partiell differenzierbar

2 n>2 f(&) = |¢| = /> a2 ceRr
k=1

f ist an jeder Stelle x = 0 partiell diff’bar mit

1 .
2:c,~ = i

N P

3) partielle Diff’barkeit ﬁé Stetigkeit

Oif (x) =

fiRP SR, f(z,y) =

nach Kettenregel

2xy x2+y2 >0

x2+y2 9

i) f ist unstetig in (0,0), vgl. Bspl. 2) nach Satz 16.12
ii) an jeder Stelle (x,y) # (0,0) existieren die partiellen Ableitungen

0,

a%(xay) = 2$?J@% ﬁ + Qchziiyz =
2acy-2x-m + 2y zgin = (m2+1y2)2 2y (yQ—xQ),
of
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f(h,0)=£(0,0)) = 0,
fO.0)=F(0,0)) = 0

existieren auch % (0,0), %(0,0) mit Wert 0.

Man beachte aulerdem: 9f / Or und Of / Oy sind nicht stetig auf R2.

Erkliarung fiir das Phinomen in Bspl. 3):

Stetigkeit von f ina € U C R* <=  “Wohlverhalten von f in einer ganzen

Umgebung von a”
Existenz von 01 f (a),...,0nf (a) <= “Wohlverhalten von f nur auf achsen-

parallen Geraden durch a”,
und dies ist einfach zu wenig Information im Fall n > 2! Die partiellen Funktionen

sind natiirlich allesamt stetig in a.

Eine naheliegende Idee:  betrachte Ableitungen von f ldngs beliebiger durch a € U
verlaufender Geraden f — a+ tv mit Richtungsvektor v € R™ und nicht nur langs spezieller

Geraden t—a+te;, i=1,...,n.
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Definition 18.2 :  Richtungsableitungen

Sei U C R" offen, ac U, f:U — RN und veR"
Existiert dann ~ lim 1 (f (a+tv)—f (a)) = ﬁ f(a+tv),
h—0 0

so nennt man thn die Richtungsableitung von f in a nach v

Schreibweise: 0y f (a), Dyf (a)

Bemerkungen: 1) g—i (@) = O, f(a), 1=1,...,n (wenn existent)
2) Oy f(a) existiert = 0Oy, f(a) existiert mit Oy, f(a) = A9y f(a) (A€R).

Beweis: A#£0 = 1 (f (a+h/\v)—f(a)> =A% (f (a+(Ah)v) — f(a)> — A0y f (a).

O

Aber: Oy f(a) existiert fiir alle v € R™ %f stetig in a

Um den tiblichen Schlufl “Diff’barkeit in @ = Stetigkeit in a” zu vollziehen, reicht es also
nicht aus, die Existenz von 0, f (a) fiir jede Richtung zu verlangen.
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Beispiele dazu:

0, (x’y) = (070)
f:R?> 5 R, fzyy) =

3
$22x_3y67 (xay) 7& (O?O>

f unstetig in (0,0): f£(0,0) =0,

f(3 4) =1 VneN

Oy f (0,0) existiert fiir alle v € R?:  0.E. v # 0, also gemiif Bem. 2) nach Def.18.2  |v| = 1.
Schreibe deshalb

v = (c0sO,sin®) = 1 f(tv) = +.2t* cosOsin® @/t2 [cos? © + t*sin% O]

|

2cos ©sin® ©
cos2 © +t4.sin® ©

cos®@=0 = 1 f(tv)=0

COS@#O s lim 2 cos ©sin® ©

_ 2 3
;50 cos2O+tsin®©® ~  cos© sin” ©,

also in jedem Fall
lim = f(tv) = 0
150 ¢ v=

so dass 0,f(0,0) = 0. O

Dass das Konzept der Richtungsableitung andererseits starker ist als nur partielle

Differnzierbarkeit, zeigt unser altes Beispiel:

0, (z,y) = (0,0)
fARP=R, f(zy) =

1722-7-2?/;2’ (z,y) # (0,0)

hier:  3£(0,0) = 0 = %L (0,0)

Sei v = (cos®,sin®@) = 1 (f(tv) —f(0,0)) = 1. m% = 1 sin(20),
so dass  0,f (0,0) nur fiir © € 7 - Z existiert.



Analysis I1 118

Beispiele fiir Richtungsableitungen:

= lim + +h)(y+h _
1) 6(171) eTY — }ILIL% 3 (e(:c )y )_exy> _
d +)(y+t) — _d w t(eay) 2\
me(r Yy+t) — m(eﬂvy_e(m y)e > _
/I\
Produktregel
b 4y
e (x+y)+e il e’ = (x+vy) e
0
0
" n
2) dlz|* = ﬁ‘l‘o |z +tv|* = d§l|0 S (it t)? = 2 Y s = 2(x,0)
i=1 i=1

fur alle z,v € R™.

hier: v+ 0, f(x) ist lineare Abbildung R" — R.
3) 9y I%\ = ﬁ % = ﬁ |z + to| ™t + v |27t
= —|z|73 (z,v) 2+ |z|"tv  fiir alle v € R",z € R" — {0}.

speziell:  Opy = 0 (warum ist das offensichtlich?)

— Ubungen: weitere Beispiele (Eulersche Relation fiir homogene Funktionen)

Fazit: auch die Existenz von 9, f (a) in a fir alle Richtungen v € R™ fiihrt noch nicht
zum richtigen Ableitungskonzept, das Stetigkeit von f bei a nach sich zieht.

moglicher Ausweg:  verlange die Existenz von

d

i (v (®))

fiir alle Kurven v durch a, also 7 (0) = a, die in 0 differenzierbar sind; bisher: v (t) = a + tv
man kann zeigen: dann ist f stetig in a!

Diese Definition von “Differenzierbarkeit in a” hat jedoch den Nachteil, dass sie unmoglich nachzu-
priifen ist, da man ja alle Kurven - testen muss.

Bevor wir nun eine verniinftige Definition geben, beschéaftigen wir uns noch kurz mit
héheren partiellen Ableitungen.
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Definition 18.3 :  Sei U C R" offen und f:U — RV,

a) f sei auf U partiell nach der it Variablen differenzierbar, d.h. die Funktion
% : U — R™ st definiert. Existiert dann fir ein a € U und ein j € {1,...,n}

die partielle Ableitung a%j <§—i) (a), so schreibt man dafiir
0% f
al'jaxi (a)

b) Sei f partiell diff bar nach x1,...,x,. Sind alle D;f: U — R™ wieder partiell
diff ’bar auf U, so heifit 2-mal partiell differenzierbar. In diesem Fall existieren

(Reihenfolge!)

alle Funktionen D;D;f := %, i,j = 1,...,n. Sind die 21" partiellen
Ableitungen stetig, so nennt man f 2-mal stetig partiell diff ‘bar. Man beachte

die Rethenfolge: D;D; = a%] <821 )

Bemerkungen:

1) Multiindices a € N7, a = (aq,...,ap)

la] == Z aj  (Ordnung)
k=1

dann: De f .= L — )

Ql «
Ozt ... Oxyp™

i ok e 0 (2] f) ;
wobei Dk [ = a; ( R (rekursiv)

Ist L € N, so versteht man unter einer partiellen Ableitung der Ordnung L einen
Ausdruck der Form D® f mit |a| = L.

Achtung: ia. D;D; f+#D;D; f \

0, (‘Tvy) = (070)

2

Beispiel:  f(z,y) = 22—y
Y T (z,y) # (0,0)
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) .
875 (w,y) = 2z %_(12_92)2 W? ($7y) 7& (070)7

2]
9 (0,00 =0 =

0? a (9 d 9 d 5
s 0.0 = & () 00 = g s oy = 55 (-%) = 1
Analog: gTJ; (x,y) = —2y xzafyz + (22 — y?)? W7 (z,y) # (0,0)
0
50,00 =0

9% f _ 0 (9of _ d_ of _ d —
2) zum Konzept der partiellen Ableitungen:

die Def. von 0;f(a) zeichnet das Standardkoordinatensystem aus; es ist nicht klar,
ob die partiellen Ableitungen auch bei Wechsel des Koordinatensystems existieren!
ein verniinftiger Differenzierbarkeitsbegriff sollte invariant sein gegen Koordinatenwechsel
( wie es ja fiir Stetigkeit der Fall ist).

Wann kann man die Reihenfolge der partiellen Ableitungen vertauschen?

Satz 18.1 : (Schwarz)

Sei UCR? und f: U—RN. FEuxistieren % % und 8% (%]yc) auf U wund ist
3% (%) stetig in (a,b) € U, so existiert 8% (a%> (a,b), und es gilt:

5z () @ = 3 (5) @

KOROLLAR: Sei U CR" offen und f: U — RY 2-mal stetig partiell differenzierbar auf
U. Dann gilt fir alle 4,5 € {1,...,n} und a €U D;D; f(a) = D;D; f(a).
Ist f k-mal stetig partiell differenzierbar auf U und o € N2 ein Multiindex der Ordnung

< k, so kommt es bei der Bildung von D*f = lol f / Ox{ ...0x%" nicht auf die Reihenfolge an.

Ubung —  beweise Teil 1 des Korollars

Beweis des Satzes: O.E. f reellwertig, (a,b) = (0,0) (fir (a,b) # (0,0) fiihre eine
Translation aus)
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Mit  F(t) = 1 (% (0,t) — % (0,0)) ist zu zeigen:

(1) %1_1)1(1) F(t) existiert mit Wert 8% (%) (0,0).
Dazu sei G (u,v) = L <<f (u,v) —f(O,v)) - (f (u,0) —f(0,0))) =
lim G(u,v) = 3 (0.f(0,0) = 8.5 (0,0)), also

(2) F(v) = lim G (u,v).

u—0

Fiir (u,v) nahe (0,0) zeigen wir, dass G (u,v) die Form 5%(%> (i,7) hat mit (u,0) nahe

(0,0). Dies kombiniert mit der Stetigkeit von a% (%) ergibt die Behauptung.

Nun zu den Details:

Sei u zunédchst fest, man setzt ¢ (v) = f(u,v) — f(0,v) und bekommt

Gluv) = 21 [o@-¢0)] = L¢'(@v) mit a = a(uv)e 1)
Einsetzen ergibt

G(uv) = 1 [%(u,a-v)—g—i(o,av)]

(denn o (t) = %(u,t)—%g(o,t)).

Betrachte nun

MWS fiir ¥

)
5L (u,a0) = §L(0,a0) = W) =W (0) = ¥ (p) mit 0<n<l.



Analysis I1 122

Gemaf

folgt insgesamt:

() G = & (%) mav)

fiir alle (0,0) # (u,v) geniigend nahe bei (0,0), wobei n,a € (0,1) von w,v abhingen.

2 (g—;) ist stetig in (0,0), zu € > 0 gibt es daher ¢ > 0 mit

ox
7 (5) @95 (5;) 0.0 <

fir alle y/a?2+ 5% < 4. (3) liefert
‘G(u,v)—a%(g—g) (0,0)’ < e V (u,v) mit VuZ+v2 <4
£
0
Beachtet man (2), so folgt (mit u — 0)
g (of
-2 (% < <.
‘F(v) o <6y) (0,0)\ < e VOo<|u<s

Die Relation (1) liefert dann sofort die Behauptung. O

(Totale) Differenzierbarkeit

Vereinbarungen:

1) alle vorkommenden R-Vektorraume X stellen wir uns automatisch normiert vor; da alle
Normen aquivalent sind, spielt es keine Rolle, welche Norm man konkret wahlt

2) haben wir z.B. auf R” eine spezielle Norm im Auge, so geben wir diese explizit an (meistens
die Euklidische Norm)

3) Grenzwertbildung: (genau wie in R oder C mit Norm statt Absolutbetrag)

Sei f definiert auf Bg (a) — {a} C X mit Werten in Y.

lim f(z) = beY existiert <

r—a

fir jede Folge x,, — a,x, # a, ist lim f(z,) = b <
n—oo

Ve>030>0 mit |f(x)—b| <e firalle z € Bs(a) — {a}



Analysis I1 123

Definition 18.4 :  (Ableitung)

Seien X,Y R-V.R. endlicher Dimension, U offen C X und a € U.

f: U—=Y heifit (total) differenzierbar in a : <=

es gibt eine lineare Abbildung L : X —Y mit

lim Lo (f(2) = L —a) - f(a)) =

z—a |17—al

lim L (f(a+v)—L(v)—f(a)> = 0.

v—0

Man schreibt fir L : f'(a), Df(a)

Bemerkungen:

1) es gibt hochstens eine lineare Abbildung L : X — Y mit * (Beweis — Ubung!)

2) Identifikation im Fall X =R, Y =R*: (bzw. X = R", Y =R)

Sei I CR Intervall, a € I und f: I — R¥ diff’bar in a im Sinne der alten Def., d.h.

A, f0- S

dt|l, 7 t=a t—a

cRF

existiert.  Setze ¢ := ﬁf und definiere L: R—=RF L(t):= t/

= L ist linear und erfiillt * aus 18.4, d.h. f ist diff’bar auch im Sinne von 18.4 mit
Df(a)(t) = t-g-f, te€R.

Die Umkehrung gilt natiirlich auch:  f diff’bar in a gemaf 18.4
= ﬁ [ existiert mit ﬁ f = Df(a) (1).

Aus diesem Grund liefert 18.4 fiir X = R kein neues Konzept, und man identifiziert
Df(a) mit g2 F.

Fall X =R", Y =R:
f diff’bar in a = J! lineare Abbildung L : R" — R mit x
zu L gibt es genau einen Vektor ¢ € R” mit L(v) = (¢,v) Vv eR" (— Ubung)

Umgekehrt: ist e € R™ mit

tim - (f(a+v) ~ (e.) ~ f(a)) = 0,

v—0 "l)‘
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so folgt Diff’barkeit von f in @ mit Df(a)(v) = (e,v). Deshalb identifiziert man im Fall
X =R" Y =R die Ableitung Df(a) mit dem erzeugenden Vektor ¢ € R".

Spéter: (= (%f(a),...,%f(a))

Gradient von f in a

Aquivalent zur Diff’barkeit von a ist:

Es gibt eine lineare Abbildung L : X — Y und eine in a
stetige Abbildung R: U — Y mit R(a) = 0 und

f(z) = fla) +L(z—a)+ |x—a|-R(z), xe€U.

Def. 18.4 148t sich wortlich auf den Fall normierter Raume X,Y beliebiger Dimension
iibertragen. Da dann die Normen nicht mehr notwendig aquivalent sind, hangt die Frage
nach Diff’barkeit auch von der konkreten Wahl der Normen ab. Auflerdem ergénzt man
18.4 durch die Forderung, dass die lineare Abbildung L bzgl. der gewidhlten Normen stetig
ist.

O

Der néchste Satz zeigt

Satz 18.2 :  (Differenzierbarkeit —> Stetigkeit)

Sei U C X offen, a € U und f: X DU — Y diff 'bar in a. Dann g¢ibt es zu jedem
>0 eind >0 mit

@) = f@)l < (IF @l +e) ol
fiir alle x € Bs(a) NU. Speziell folgt
tim f(x) = £(a),

also Stetigkeit von f in a.

Bemerkung: ||f/(a)|| = Operatornorm von f’(a) bzgl. der auf X,Y gewéhlten Normen.

Beweis: Esist f(z) = f(a) + f'(a) (x —a) + R(z) |z — a|, R stetig in a, R(a) =0. —
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zu € >0 gibtes § >0 mit |R(z)| <e,z € Bs(a) =

[f(x) = fla)] < |f(a)(w—a)l + elz—al < [|f'(a)ll |z —al + elx—a

Beispiele:

)

2)

Satz 18.4 (Kriterium fiir die Existenz von f’) ergibt eine Vielzahl von Beispielen ohne

Riickgriff auf Def.18.4.

Wir zeigen mit dem folgenden Beispiel, dass es begrifflich besser ist, in Def. 18.4 Raume
endlicher Dimension X,Y zu betrachten, statt sich auf X = R® Y = RV festzulegen.
Dann miite man immer sagen: X und Y sind isomorph zu R",RY mit gewissen n, N,
und f: X — Y ist diff’bar in a, wenn dies (an entsprechender Stelle) fiir die zugehérige
Abbildung : f : R™ —s RV gilt. AuBerdem hat man sich davon zu iiberzeugen, dass
alles nicht davon abhangt, welche Isomorphismen man wahlt. Das sind natiirlich keine
tiefgehenden Uberlegungen, lassen sich aber mit unserem Konzept vermeiden.

Seien jetzt X =Y = L(R",R") =
Vektorraum aller linearen Abbildungen R™ — R"
versehen mit der

Operatornorm  ||A| = sup {|Av|: |[v] < 1}

7
lv|:= /> ©v? (Eukl. Norm).
=1

Setze f: X = X, f(A):= Ao A.
Wir fixieren A € X und betrachten
f(A+B) = (A+B)o(A+B) = AocA+AoB+BoA+BoB

= f(A+B)—f(A) = AoB+BoA + BoB
—_—
=:L(B)

Die Abbildung
L: X — X, L(B):= AoB+ BoA,

ist linear; betrachte man ||Bo B| < |B||?, so folgt:

auf Bgs(a).
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o If(A+ B) = (&)~ LB)|| < |IB] — 0

bei ||B|| — 0, d.h. fistin A diff’bar mit f'(4): X — X

gegeben durch f(A)(B) = L(B). O

Satz 18.3 : Sei U offen in X, a € U und f: U —Y differenzierbar in a.

Dann existieren fir alle v € X die Richtungsableitungen dti'Of (a + tv) =

lim + (f(a + hv) — f(a)> und sind gegeben durch f'(a)v.
h—0

Beweis: Fiir h € R— {0} geniigend klein und v € X ist

ot | £a+ o) = f@) = £/(@)()]| o] = |R(a+ho)| - o]
— 0,
h—0
wobei wir die Restglieddarstellung benutzt haben. O

KOROLLAR: Sei UCR" offen,a € U und f: U — RY differenzierbar.

(i) Fir alle v € R™ existieren die Richtungsableitungen 0,f(a). v + 0,f(a) ist linear.

Insbesondere existieren alle partiellen Ableitungen g—i(a),i =1,...,n.

(ii) Sei v : (=9,6) - R™ eine Kurve mit ~(0) = a, die in 0 differenzierbar ist. Dann
existiert ﬁf('y (t) mit Wert f"(a)(y/(0)).

— Ubung: Beweis von (ii)

Wie schon einmal bemerkt, kann man (ii) des Korollars wie folgt umkehren:
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Ist f: R" DU — RY in a lings jeder differenzierbaren Kurve
v: (=0,0) = R™ ~(0) = a, differenzierbar, d.h.

existiert, und ist die Zuordnung

d

A Fy(e))

R"va—)%‘of(a—i-tv)

linear, so folgt die Differenzierbarkeit von f in a.
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Der folgende Satz erlaubt eine einfache Entscheidung, ob gegebene Funktionen f: R™ — RY

differenzierbar sind und liefert damit natiirlich direkt viele Beispiele fiir differenzierbare Funk-
tionen.

Satz 18.4 :

d.h. Oif,...

Sei U C R™ offen, f: U — RN seiauf U einmal stetig partiell differenzierbar,
,Onf existieren auf U und sind stetig. Dann ist f an jeder Stelle x € U
differenzierbar.

Beweis:

Es gilt f differenzierbar in a mit Ableitung L : R® — RN <= jede Komponente
fis-..

, fn ist in a differenzierbar mit Ableitung ¢; : R™ = R, {;(v) = (n;,v) fiir genau einen
Vektor n; € R™ (n; = (01fj(a),...,0nfj(a)) s.u. Der Zusammenhang ist (v € R")

(5 (v)i<j<n = <@n,v%..w<nN,y>)e]RN

( fi(ﬁz (U)>1§j§N

lin. Abb. R*—R

Sei deshalb 0.E. f reellwertig.

Sei a € U fest. Als Kandidat fiir f’(a) kommt nur die lineare Abbildung

(: R0 —

n
v; - 0;f(a) € R in Frage. Sei ej,...,e, die Standardbasis. Fiir v € R" sei
=1

) J
@) = Y e

1<j<n

(vl,...,vj,O...O) e R™,

»©
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Dann gilt
flat+v)=fla) = > [fla+oY) = fla+ o)
j=1

Mit ; () := fla+vU™D +tv; e;) ist

[...] = ¢j(1) —;(0)

=7
=
»n

@;(9;) fiirein J; € (0,1)

Die Ableitung ¢’ (;) existiert nach Voraussetzung mit Wert

0 .
oz, f <a+v(ﬂ_1) + 95 v; ej) XN

Insgesamt folgt:

|~

flat) = 1@ =3 v o @] =

n P i a
S5 o (# (e ) - )] <
]:

3 ‘Ojf (a—l—v(j_l) +7; v; ej) — 0j f(a)’

Die Stetigkeit von 0; f bei a ergibt: zu e > 0 gibt es § > 0 mit
Oj f (a+w)—=09; fla)| < e/n, [w] <6

Wiéhlt man also |v| < und beachtet 0 <9J; <1, so folgt die Behauptung.

Bemerkung eine Beweisdurchsicht zeigt

’ f partiell diff’bar auf Umg. von a,d; f stetigin a = f diff’barin a ‘

NOTATIONEN: hiersei U C R” offen, f: U — RY mit Komponenten fi,...

JIN

128
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Gradient: f reellwertig , also N = 1; der Vektor

Vf(a) = grad f(a): f(a)) eR”

I
VS
Q|
Yo
=
~
—
s
SN—
7
8|Q
3

heilt Gradient von f an der Stelle a, und er ist definiert allein unter der Voraussetzung, dass die
partiellen Ableitungen 0f/0z; (a) existieren.

Bedeutung: ist f differenzierbar in a, so stellt V f(a) die lineare Abbildung f’(a): R" - R
bzgl. des Skalarprodukts dar
| (@) v = (Vf(a)v) YveR"

(denn: 183 —  f(a)(v) = S £ (a)(e) = > i d; f(a).
i=1 =1
Nach 183 ist  f'(a)v = 0, f (a), also
* 10y f(a)] < [Vf(a)l-|v] < |Vf(a)] (Eukl. Norm !) fiir |v| =1. Falls Vf(a) #0,
sohat 7=V f (a)/|Vf(a)| Lénge 1, und man bekommt

05 f(a)] = |V f(a)|

Geméf* sieht man, dass v den Anstieg maximal macht. Redeweise deshalb:
Vf(a) gibt die Richtung des steilsten Anstiegs.

Vektorfelder auf U
sind per Definition Abbildungen F : U — R". Man nennt F Gradientenfeld, falls eine auf U
partiell differenzierbare Funktion f: U — R gibt mit F = Vf.

UcC R3 F: U—R? seipartiell differenzierbares Vektorfeld

rot F' = ((92 F3 — 83 Fg,ag F1 — 81 Fg, 81 F2 —62 Fl)

ist ein neues Vektorfeld, genannt Rotation von F'.

Ist f: U — R 2-malstetig partiell differenzierbar, so gilt nach Satz 18.1 0y, Or, f = Ox; Ox, f,
also

’rot (Vf) =0 ‘

Notwendig dafiir, dass ein Vektorfeld F : U — R? ein Gradientenfeld ist,
ist das Verschwinden der Rotation: rot F = 0.
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Fiir allgemeine Mengen U gilt die Umkehrung nicht, wohl aber fiir konvexe offene Mengen U C R3

( — Analysis III).

Divergenz von Vektorfeldern: F: R*'DOU — R™

div F(a) = Y 5= F;(a) €R,
=1 "

falls die partiellen Ableitungen gf Z (a),i=1,...,n in a existieren formal:

div F = V.F  Skalarprodukt

rot I = V x F Kreuzprodukt in R3

mit dem formalen Vektor V = (%, ey Bgn)

Durch Kombination der Operatoren gewinnt man neue , z.B. den Laplace-Operator

Af = div (Vf) = é 2/

=)

fiir 2mal partiell differenzierbare f: U — R.

— Ubung: Alz|*™ = 0 auf R* - {0}, n >3,

Aln|z| = 0 auf R? - {0}

S
lz| = (> 7.
i=1

Sei f:R">U — RN differenzierbar in a.

Jacobi-Matrix:

Dann wird f’(a) bzgl. der kanonischen Basen dargestellt durch die Matrix

o1 f'(a) O f1(a) VfH(a)

_ (81f(a) . 8nf(a)>

V(@) ... 9.fN(a) VV(a)

mit N Zeilen und n Spalten. Es gilt
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U1
fllapw = | afi(a) | = (Vi @ev . VN (@) ev)
Un
“Spaltenvektor” “ @ 7 Skalarprodukt

wird ausgerechnet geméf
“Zeile x Spalte” — Matrizenprodukt

“ 7

(korrekterweise miifite nach dem 2™ “ = ” ¢in Spaltenvektor stehen !)

Man nennt obige Matrix die Jacobi- oder Funktionalmatrix von f in a und identifiziert

sie mit f’(a). Fir N =1 ist die Matrix einzeilig und entspricht dem Vektor V f(a) € R™,

flir n =1 ist sie einspaltig und entspricht dem Tangentenvektor an f in a.



§19

Eigenschaften differenzierbarer
Funktionen mehrerer Veranderlicher
- Anwendungen

Wir beginnen mit den Rechenregeln. Diese sind dhnlich zum reellen Fall, auch die Beweise
verlaufen nach bekanntem Muster.

— Vereinbarung: X,Y,...R- Vektorraume, dim < X, irgendwie normiert

Satz 19.1 a: Sei U C X offen, a € U, f,g: U —Y differnzierbar in a.

Dann gilt fir alle o, € R: af+Bg: U—Y ist differenzierbar in a mit

| (@f+B89)(a) = af(a)+B-g (a) |

(wobei Addition und Multiplikation mit Skalaren fir Elemente von L (X,Y) wie
iblich definiert ist.)

Beweis:  “Dreiecksungleichung”

1
[v]

(a f+Bg)a+v)=(af+8g)(a)—af(a)(@)-Bg (@) <

ol 7 |f @ +0) = (@ =7 @) 1] + 18] Jg (@ +0) =g @~ @ 1] o

—0 — 0
bei |v| = 0

132
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Satz 19.1 b:  (Komponentenweise Diff ‘barkeit)

Sei UC X offen,a € U, f:U — Y, g: U — Z seien differenzierbar in a.
(f, g) bezeichne die Abbildung U > x — (f (x),g9(z)) € Y x Z. Dann gilt: (f,qg) ist
i a differenzierbar mit

(f, 9) (a) (v) = (f' (a)(v), ¢ (a) (V) €Y x Z.

umgekehrt folgt aus der Differenzierbarkeit von (f, g) in a die von f und g.

Beweis: — Ubung!

Anwendung:  benutze 19.1b + Induktion, um zu sehen

f: U—RNdiff’'barina <<=

fi,--, fn: U— R diff’bar in a

Im Fall U Cc R® hat man die Formel:

N

fla)(v) = X2 (Vfi(a), v) Ei, veR",

=1

E; = Standardbasis in RY.

Satz 19.1 c:  Seien f,g: U — R differenzierbar in a € U C X.
Dann ist f-g:U — R differenzierbar in a mit
(f-9)(a) = g(a) f'(a) + f(a) g’ (a).

(Produktregel)

133



Analysis I1 134

Beweis:

1
[v]

flatv)glatv) = fla)gla) — g(a) f'(@)v — f(a) g (a)v]| =

Es gilt:
1 — 0, da g stetig und f diff’bar in a
2 — 0, da g diff’bar in a

3 — 0, da g stetig und ﬁ lf (a)v] < ||f' (a)].

Bemerkungen: 1) In Gradientenschreibweise lautet die Produktregel

| V9)(a) = f(a) Vg(a) +Vf(a) g(a) |

2) Es gibt viele andere Produktregeln:
frg: U=RY, (f,g) (a) =7

N
hier:  (f,g) () = 3 fi(z) gi(z) Eukl. Skalarprodukt in RV,
i=1

wende auf  f;-¢g; den Satz an —

N

(fo9) (@) = Y gi(a) fi(a) +9i(a) fi(a)

=1
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bzw. im Fall U C R":

veV(f,g)(a) = gi(a) (V fi(a) e v) + fi(a)(Vygi(a) e v)

/I\
Skalarprodukt in R"

o8

1

(2

= (g9(a), f'(a)(v)) + (f(a),g (a)v), vER"

Hierbei sind f’ (a), ¢’ (a) € L (R" RY).

Entsprechend 148t sich eine Produktregel ableiten fiir den Fall
f: XDOU—Y, g: XDOU—R

und das zugehorige Produkt = — g (z) f(z) € Y.

Ganz allgemein: f: X DU —Y, g: X DU — Z seien diff’bar in a € U,
bezeichne Q: Y x Z — W eine Bilinearform in den endlichdim. Raum W.

Dann gilt:  Q(f,g): U — W ist differenzierbar in a mit
Q(f,9) (a) (v) =
Q(f (a) v, g(a)) +Q(f (a), g (a)(v))

veX.
3) f:R"D>U—R diff’bar in a,
F: R"D>U —R" diff’bar in a (“Vektorfeld”)
— | div(fF)(a) = Vf(a)eF(a)+ f(a) div F(a) |

/]\
Skalarprodukt auf R"

— Ubung: 1) Beweis von 1

2) | berechne die Ableitung von det: L(R",R") — R an der

Stelle Id:  det/ (Id)(A) = Spur A = iaii
i=1

135
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Satz 19.1d: Sei UCX offen,acU, f: U—=>Y.
differenzierbar in a, V. CY sei offen mit f(U)CV
und g:V — Z differenzierbar in b= f (a). Dann ist
go f differenzierbar in a mit

(go f)(a) = ¢ (f(a))of (a)

( Hintereinanderausfihrung der linearen Abbildungen ¢’ (f (a)), f' (a) )

“Kettenregel”

Beweis: es gilt
F@) =f(@)+f (@) (@—a)+|o—alr(z) aufl,
g =g®)+4d®B) (y=0b+|y—b R(y) aufV

mit in a bzw. b stetigen Fkten. r: U—Y, R: V — Z, r(a) =0,R(b) = 0. Fiir x € U folgt
(da f(z)eV):

g(f @) = g®)+¢ 1) (f (@)~ b)+|f (1) —b]-R(f (x)) =
g(0) +9 (b) (f (@)(x —a) + |z — a| r (2)) + |/ (a)(x — a) + |z — a| r(x)| - R(f) =
g(0) + (¢ (B) o f'(a) (x — a)

+lz—al {g®) r (@) + If (@) (

r—a

)+ @] R(f (@) .

|z —af

=: p(z)

wenn wir zunachst x = a ausschlieflen.

Sei p(a):=0.Da Ro f stetigist in a mit Wert 0 und fiir x # a die Abschétzung
@) < (Ir@l+ 17 @l) IR (S @)
gilt, folgt Stetigkeit von p in a, und wir haben die Darstellung

(@) = 9 @)+ (o (f@)of @) w=—a) + |z —a|- {g () (@) + p ()},

stetig in a Wert = 0

woraus nach Bem. 3 im Anschlufl an Def. 18.3 die Beh. folgt. O

Als Korollar bekommen wir die Kettenregel in Matrizenschreibweise:
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KOROLLAR: Kettenregel fiir den Eukl. Fall

X=R" Y=RF Z=R*
f: XDOU—=Ydiff’barina, V D f(U),

g: YDV — Zdiff’'bar in f(a)

Dann ist die Jacobi-Matrix von D (go f)(a) gegeben durch

ot (00 0) (@) = 2 555 (@) B (@),

a=1,....n,i=1,...,4

Beweis: aus D (go f)(a) = Dg(f(a)) o Df (a) bekommt man sofort, dass die Matrix von
D (g o f)(a) als Matrizenprodukt der Jacobi-Matrizen von Df (a) und Dg(f(a)) bestimmt
wird, wenn man in den beteiligten Raumen die kanonischen Basen wahlt ; obige Gleichung ist
dann nichts anderes als die Formel fiir das Produkt von Matrizen. O

Bemerkungen:

1) Aus der Kettenregel folgt fiir

Richtungsableitungen: ’ Oy (go f)(a) =Dg (f(a)) (Oyf (a)) ‘ , %
VveX

und dieses Ergebnis gilt auch unter folgenden Voraussetzungen:

g ist in f (a) diff’bar,

Owf (a) existiert } — xgilt fir w | ,

d.h.  f muB nicht notwendig in a total diff’bar sein.

2) Im Korollar treten alle partiellen Ableitungen von g auf und von f nur die, die links
gebildet wird.

3) Héufig findet man (— Physikliteratur) die falsche Beziehung

0 .~ 9g off
aT:a(gOf) BZZI 8y5.87xa’

hier wird vergessen, die Abbildungen dg° / O0yg “an der Stelle f” auszuwerten.
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Beispiele:  (Kettenregel) Koordinatentransformationen

0) man iiberlege sich einfache eigenel!

1) Polarkoordinaten in R:

Ty

®:R* x (0,27) = R%, & (r,9) = r (cos ), sin )
Sei f:U — RM eine Funktion definiert auf U C R? = f o ® ist definiert auf ®~1(U)

“Transformation von f auf Polarkoordinaten”
(f in Polarkoordinaten)

konkret :  f(z,y) =x- Ty —

F(®(r,9) =7 cosd - e
f sei diff'bar auf U = f o ® kann nach Radius- und Winkelvariable abgeleitet werden, z.B.
(k=1,...,M)

o 2 afk : 99! afk :

L (fo®)F(r,v) =X gz (r-cosd,rsind) - (r,9) = S (r-cosd,r - sind) cosd) +
i=1

ofk

D (...)sind, wenn man die Variablen von f mit x und y statt z1,z2 bezeichnet. Ent-
sprechend:
k k
8819 (fo®)* (r,9) = —88‘];( cr-sind + %y (...)r-cosd
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costd —rsin?d

beachte: Do (r,v9) = Jacobi-Matrix
sind rcos?

= detD®(r,9) =r

2) Polarkoordinaten im Raum: (— Kegelkoordinaten)

(1,9, ) = (rcost cosp,rsind cosp,r - sing), wobei r > 0,9 € (0,27), ¢ € (-5, 5)

costvcosp —rsindcose —rcosvsinp

Jacobi Matrix D® (r, 9, ¢) = sindcosp rcosvcosp —rsindsing

sin ¢ 0 T COS

‘ det D® (r,9,¢) =12 - cos
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Sei U C R3 offen f: U — R diff’bar —
fo® ist diff’bar auf ®1(U) mit z.B.

(9(f0®)/87' = %(@)cosz?cosgp

+g—£ () sin ¥ cos
+% (P)sin
3) Zylinderkoordinaten
/]\
Ze
U _A\r

O (1,9, z) := (rcosd, rsind, z),

r>0,9€(0,2r),ze R =

cost —rsind 0
D®(r,v,z) = sin?  rcosv 0

0 0 1

und det D® (r,9,2) =r

fo® = Transf. von f auf Zylinderkoordinaten

— Ubung: %(fo(b) =...,etc.

140
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4) Ableitung der Umkehrfunktion (unter viel zu starken Bedingungen):

U,V offen im Raum X, f : U — V bijektibv und diff’bar in @ € U, f~! diff’bar in
b= f(a) eV

= | D)) = (Df(a)!
T
Umkehrabb. von Df(a): X — X

Beweis von 4): die Kettenregel angewendet auf:
Id=flof:U—-U

ergibt Id = D(f~!)(f(a)) o Df(a), denn Id: U — U ist natiirlich iiberall diff’bar mit
Ableitung Id: X — X. O

Wir geben nun einige

Einfache Anwendungen: Schrankensatz, Mittelwertsatze

Satz 19.2: (Analogon zum Hauptsatz)

Sei U C R" offen, f: U — R™ sei einmal stetig partiell diff’bar. Seien z,y € R
mit x +ty € U fir 0 <t <1. Dann gilt

retn-1@ = ([ prerw a)y

lin. Abb.!
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Bemerkungen:

)

Integration vektorieller Funktionen F': [a,b] — X

(X =R Vektorraum, dimX < oco0) :

F integrierbar auf [a,b] :<= die Komponenten F' bzgl. irgendeiner Basis z1,...,zr,
von X sind integrierbar

b L

dann: / F(t)ydt:= Y (/ZFZ (t) dt) z;

a i=1

Spezialfall: F' ist matrixwertig, also

/b(az‘j (8) pgign dt = </baz‘j (t) dt) 1<i<n

a 1<j<M
im Satz:

1 af]
0 81‘1

(x + ty) dt) 1<i<n ’

1<<M

1
/0 Df (z + ty) dt:(

und das Integral rechts existiert wegen der Stetigkeit von g—ﬁ, also der Stetigkeit von
t— g—f; (x + ty) auf [0, 1].

zum Begriff der stetigen Diff’barkeit:

f: U — R™ stetig diff’bar auf U C R"” <D:f>
€

8fj/8xi sind stetig auf U firalle i=1,...,n,5=1,...,m

andererseits:  f’ ist Abbildung U — L(R"™,R™) von U in den Raum der linearen
Abbildungen R"™ — R™,

L (R",R™) werde mit irgendeiner Norm versehen (z.B. Operatornorm oder Euklidische
Norm). Dann kann man zeigen:

LEMMA: f sei diff’bar auf U. Dann gilt:

. 8fj/8:1:i stetig auf U fiir alle i,j <
Ubung!

f! ist stetig auf U.
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Ist f: XD U—Y diff’bar auf U (offen), X,Y Réume endl. Dim. so wird man in Anlehnung
an das Lemma sagen:

feCHU,Y) (stetig diff'bar auf U) : <=

Def:
f1:U— L(X,Y) ist stetig

Mit diesem Konzept 148t sich 19.2 wortlich auf Raume X, Y statt R™ R"™ {ibertragen.

Beweis von 19.2:  O.E. f reell, also m =1 (sonst komponentenweise); es ist (Hauptsatz!)

1
Fatn-1@ = [ e

beachte: ¢: t—z+ty ist diff’bar =

t— f(p(t)) ist diff’bar

und (Kettenregel!)

#f (o) = é H (e )0 = YU @ty y =

1 n
fla+y) —f(z) = / Zgg‘i(x—i-ty)yi dt.

0=1

-~

=V (z+ty)y

KOROLLAR: Vor. wie in 19.2; es sei

M := sup (Zn: i(gﬁ: (x+ty))2 )1/2

Ostsl Mo j=1

Eukl. Norm von Df (z+ty)

Damit gilt:

| [f@+y)—f(@)] < M-Jy| | (Schrankensatz)
(bzgl. Eukl. Normen)

Beweis: zeige als
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— Ubung: F: [a,b] — RY integrierbar —>
b b
‘/ P (1) di] < / F ()] dt
b b b
(Hinweis: A := /F(t) dt; |A]2 = (A,A) = <A,/ F (%) dt> - / <A,F(t)> dt
a b a a
< 141 [ 17 )] do)
/]\ a
Cauchy Schwarz
man wende diese Ungleichung an auf die Formel aus 19.2. (]
Bemerkungen: “Version des M.W.S” fiir reelle Funktionen mehrerer Variabler

1)

UCR"

f reellwertig, nur diff’bar auf U C R™ (also f’ nicht notwendig stetig)

=  [(z+y) —f(z)=(V[f(2),9)

fiir einen Punkt z auf der Strecke x x + vy
Beweis: ¢ (t):= f(x+ty), 0<t<1
MWS — 39 €0,1] mit ¢(1)—¢(0) = ¢'(9)

man beachte: ¢’ (¢) = Df (z+9y) (y) = (V[ (2),y), z:= z+Jy

2) sei alles wie in 1), nur f vektorwertig, also f: U — R™

=  fj(e+y)—fi(z) = < grad f; (%), y> mit i.a. verschiedenen z1,

..., Zm ausx T +y.
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beachte : |Vfj|<Maufzo+y =
[f (& +y) = f(2)] < const (M) |z —y|
(Schrankensatz)

3) Seien z, y € U zwei Punkte, die man in U durch eine differenzierbare Kurve v : [0,1] —
U verbinden kann,

Sei f: U — R™ stetig differenzierbar.

Hauptsatz

1
— f)-f@) = /Oif(v(t))dtj

Kettenregel

1
/ DF(1(1) (7 (1) d

1
Sei M eine Schranke auf |Df| = |f(y)—f(x)\SM‘/OW(t)\dt:M-L(’y).

Man sieht:  je nach Form von U und Lage von z,y kann L () sehr viel grofler sein als
[z —yl.

O

Satz 19.3: Sei U C R" offen und wegzusammenhdngend,

f:U—=R"™ sei diff 'bar. Dann gilt:

’ Df(x)=0 VazelU <= f istkonstant
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Beweis:  “=" klar, gilt fiir beliebige offene U

“—="” falsch, wenn U nicht zusammenhdngend ist:

xo beliebiger Punkt aus U. Fir alle y € U existiert eine diff 'bare Kurve vy : [0,1] — U wvon xg
1
3)
machy 5 1) = F@0) = [ DFGON () =0, a0 f(5) = f a0). 0



